Krivky v antické geometrii (1)

Antika je opojena boZskym darem, jimZ je geometricky svét.
Je to dar, k némuz se upind a jimz je ovlivnén hlavni smér
jejitho mysleni a kondnf. Vopénka [Vop89, str. 66]

Antikou dnes rozumime obdobi starovékého Recka a Rima zahrnujici éasovy tsek
priblizné od 14. stoleti pi. Kr. do roku 476 po Kr., kdy doslo k zaniku Zapadorimské

fige.!

1. Pojeti geometrie ve starovéku

Abychom porozuméli tomu, jak Rekové studovali kiivky, musime mit na paméti, Ze
jejich pohled na geometrii se v mnohém odlisoval od pohledu dnesniho.

e Odlisné chapani geometrickych objekt.
e Problém vyjadrit pohyb a nekonecno.
e Geometrické chapani velicin.

Ovlivnéni mnoZinovym pojetim geometrie, pohlizime v dnesni dobé na geometricke
objekty obvykle jako na mnoZiny bodu. [Vop89, str. 24|

Tohle vsak nebyl pohled staroveékych geometri. Bod byl pro né néco, co nema dilu,
tj. zakladni nedélitelny prvek.? Jiné geometrické objekty se daly délit. Velkym pro-
blémem v fecké geometrii (a matematice i filozofii viibec) bylo pojeti pohybu a
nekonecna. Kolem roku 450 pt. Kr. vypracoval Zenon z Eley proslulé paradoxy
pohybu. Ackoliv je jiz Aristoteles® povazoval za logické chyby, nepodaiilo se jemu
ani jinym starofeckym matematiktim vyjadrit v logice pojmi rozpor mezi pohybem,
prostorem a ¢asem. , Aristotelovské“ pojeti pohybu bylo plné pfekonano teprve v 17.
stoleti.?

VWyraz antika pochézi z latinského antiquus — stary, starobyly. Pfivodné termin antika oznacoval

pouze tfecké a rimské umeélecké pamatky, jez byly chapany jako klasicky vzor krasy. Novodobé
chapani antiky jako historické epochy, ve které zasluhou feckych i fimskych tvirca vznikal zaklad
evropské vzdélanosti, bylo plné prosazeno teprve na pocatku 20. stoleti.
Pocétek antiky — datovany difve do 9. stoleti pf. Kr. (doba vzniku Homérskych béasni) — byl po
rozlusténi hlinénych tabulek popsanych krétsko-mykénskym pismem posunut do stoleti ¢trnactého.
Jako konec se nejéastéji uvadi rok 476 pro zapadni ¢ast (zanik Zapadofimské FiSe) a rok 529 pro
¢ast vychodni (zavieni ,,pohanskych® filozofickych skol), [Svo73, str. 57].

2Viz [Ser07, str. 1].

3 Aristoteles (384-322 pi. Kr.)

4Pfi ,, Aristotelovském*“ pojeti je potfebné k popisu pohybu télesa znat jeho polohu v kazdém
okamziku. Teprve v 17. stoleti bylo plné prijato, Ze pohybujici se objekt prochézi svou drahou bod
po bodu, spojité a ve spojitém case.



1. Pojeti geometrie ve staroveku 2

Proto, aby se vyhnuli obtizim v dalsim rozvijeni matematickych zakladi a v jejich
zduvodnovdni, vétsinou radéji bud vibec v matematice nepouzili idei nekonecna a po-
hybu, nebo je co nejvice omezovali, pricemz turdili, Ze se véci a geometricke veliciny
daji bez omezeni délit. [Kol68, str. 96|

Jak ukazeme dale, tento postoj mél velky vliv i na studium kfivek.

Thomas [Tho80a, str. viii] vidi tii charakteristické rysy fecké matematiky (1)
v preciznosti, se kterou velci fec¢ti geometii demonstrovali, co dokazuji, (2) v domi-
nantnosti fecké geometrie a (3) v dokonalém zptisobu prace. Vyraznou dominant-
nost fecké geometrie a jisté podrizeni aritmetiky geometrii mtizeme pozorovat po
objevu nesouméfitelnosti tsecek® (pythagorejci, 5. stol. pt. Kr.), kdy se zhroutily
tehdejsi piedstavy o zékladech matematiky, tzv. prvni krize® matematiky. Vycho-
diskem z krize se stala recké geometrickd algebra.” Veli¢iny jiz nebyly chapany jako
Cisla (pfirozena a jejich poméry), ale jako délky, obsahy a objemy (ale nikoliv re-
prezentovany Cisly). Délky byly reprezentovany tseckami, obsahy ¢tverci a objemy
krychlemi, pricemz pfi operovani s takovymi velicinami bylo mozno sc¢itat a odcitat
jen veli¢iny ,stejného druhu“, tj. délky s délkami, obsahy s obsahy a objemy s ob-
jemy (tzv. zdkon homogenity).® Viechny timérnosti byly vyvozovany z podobnosti
trojihelnik a zachazelo se s nimi vyhradné timto zptisobem. To pochopitelné velmi
brzdilo vyvoj algebry, nebot v geometrické algebfe lze hovofit o souc¢inu dvou veli-
¢in (obdélniku), tii veli¢in (kvadru), ale nelze uz dost dobfe hovofit o soucinu ¢ty
veli¢in, nic tomu totiz neodpovida. Pappos pise:

Nedlouho pred nami se vSak nékteri dohodli, Ze by se takové vyrazy pouzivat mohly,
jenzZe nemeéli jasno, co by to mélo znamenat, kdyz vynasobi obdélnik ctvercem nebo
gingm obdélnikem. [Des37, str. 306]

Ackoliv budeme pro jednodussi vyjadfovani pouzivat v dalsim textu dnesni ,des-
cartovskou“ symboliku, je tfeba mit na zieteli, Ze vyjadiovaci zptisob starych Rekt

byl diky geometrickému chapani veli¢in zcela odlisny (srovnani viz ukazky z textt —
tabulky 1, 2, 3).

5Dvé usecky délky a, b se nazyvaji nesouméfitelné, jestlize neexistuje tisecka délky j tak, ze
usecky a, b se daji vyjadrit jako jeji nasobky, tj. a =p-j, b = q- j, kde p,q € N. Prikladem dvou
nesoumeétitelnych tsecek je strana a thlopticka ¢tverce.

6Druhé krize matematiky, jenz byla spojena s pojmem nekoneéné malé veli¢iny, byla piekonana
v 19. stoleti preciznim vybudovanim zakladi matematické analyzy, tzv. aritmetizaci matematické
analyzy. Treti krize matematiky souvisi s objevenim antinomii v teorii mnozin na pocatku 20. stoleti
a do jisté miry byla prekondna pozadavky na axiomatické budovani teorii.

"Terminem feckd geometrickd algebra je minén pfechod od aritmetického chapéani veli¢in ke
geometrickému. Jedna se tedy spise o geometrickou aritmetiku nez algebru. Pojem algebra ma
vyznam obecnéjsi.

8Zakon homogenity a podfizeni aritmetiky geometrii byly piekonany v plné miie teprve R. De-
scartem v 17. stoleti.
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Operovat s témito veli¢inami pak znamenalo provadét geometrickou konstrukci
pravitkem a kruzitkem, tj. sestrojit kone¢ny pocet kruznic a primek (tato konstrukce
je Casto nazyvéana eukleidovskd, nebot na tomto principu byly vybudovany Euklei-
dovy Zdklady). Je snadné si pfedstavit napf. operace s tiseckami.

Kupodivu nejvétsi potize nastaly u promén krivek. Jin€e krivky neZ lomené cary se
nepodarilo promenit v usecky. Tedy to, co vlastné napinaci provazcu provadéli denné,
nemélo v geometrii Zadny vyklad. [Vop89, str. 60]

Je tieba prevést kiivku na tsecku stejné délky. Pokud budeme uvazovat kruznici, pak
tu mame problém rektifikace kruznice. Obecné jde o problém rektifikace libovolné
krivky. Obdobné bychom mohli pokracovat v ivahach o s¢itani a od¢itani ihla apod.

Neni nijak pfekvapivé, ze pii tomto pojeti veli¢in a operaci s nimi, dosli Rekové
k tfem proslulym problémim starovéku:

e kvadratura kruhu — k danému kruhu najit ¢tverec o stejném obsahu, coz tizce
souvisi s rektifikaci kruznice,

e zdvojeni krychle — k dané krychli najit krychli o dvojnasobném objemu,
e trisekce thlu — dany thel rozdélit na tii stejné casti.

Zavaznost téchto problému tkvi v tom, Ze nemohou byt Teseny geometricky bez apro-
ximace, tj. konstrukci uZivajicich konecného poctu primek a kruznic; pravé proto se
staly prostredkem k pronikdni do novych oblasti matematiky. Vedly k objeveni ku-
Zelosecek, nekterych kubickych krivek, krivek cturtého Tadu a jedné transcendentni
kiivky - kvadratriz. [Str63, str. 37|

Ukazeme, ze ve starovéku bylo v podstaté objeveni vsech kiivek podminéno snahou
najit feseni téchto t¥i problémi.

9T¥i proslulé problémy starovéku ,trapily* matematiky az do 19. stoleti, kdy bylo dokazano, ze
jsou eukleidovsky neresitelné, tj. nelze najit presné feseni pozadovanou metodou — eukleidovskou
konstrukci. Pro praxi pochopitelné staci vhodné ptiblizné feseni, které bylo jiz ve starovéku uzivano.
Stru¢éné vystizné pojednani o tom, jak je to s nefesitelnosti téchto tloh lze najit napt. v [Fuc93,
str. 90].
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2. Krivka, primka a kruznice u Eukleida

Piimkou rozuméli Rekové néco omezeného. Ukazeme, jak pojednava o piimce a
kruznici Eukleides v axiomaticky budovaném spise Zdaklady. Eukleidovy Zdklady jsou
snad jednou z nejslavnéjsich knih v historii, kterd se na vice nez dva tisice let stala
vzorem pro vyuku geometrie. Sviij stézejni vyznam snad vice nez obsah ma prave
forma Zdkladi, totiz formulace poznatkti do definic, postulati a vét. Této formé
vdécime také za to, ze zde nalézame prvni historicky dolozenou definici kiivky. Euk-
leidovy Zdklady jsou studovany v fadé odbornych ¢lankd a monografii, odkazujeme
Ctenéfe na [Bec02]. Zde se budeme zabyvat jen nékterymi pasédzemi prvni knihy,
které bezprostfedné souvisi s nasim tématem.!°

V prvni knize Eukleidovych Zakladt se v ivodu nachdazi 23 definic, 5 postulat
a 9 axiomd, za kterymi nasleduji tvrzeni s diikkazy. Citujeme prvni definice:

1. Bod jest, co nemd dilu.

2. Cdra pak délka bez sirky.

3. Hranicemi cédry jsou body.

4. Prima jest ¢dra (primka), kterd svgmi body tahne se rovné. [Ser07, str. 1]

Ona prvni historicky dolozena definice krivky se skryva v Eukleidové druhé definici.
I kdyZ nejde pochopitelné o exaktné presnou definici (nebot neni feceno, co je to
délka a co je to sitka), je zde intuitivné velmi dobfe vystiZena vlastnost, kterou
se krivka odliSuje od rovinnych utvarti a kterou se v moderni matematice snazili
matematikové exaktné zachytit, jak uvidime v kapitole Sesté. P¥imo z druhé definice
nelze sice pirimo Tici, jaky typ ¢ary ma Eukleides na mysli, ale je zfejmé, ze nemini
primku, nybrz kiivku, protoze piimka je definovana nasledné v definici ctvrté. Pojeti
kiivky upresnuje také definice tfeti, z niz plyne, Ze je na ni pohlizeno jako na objekt
konecny, ohrani¢eny dvéma body. Také pfimkou rozuméli Rekové néco omezeného.
Eukleides v podstaté definuje tsecku, nikoliv piimku, ale s tim, ze tuto tusecku
muzeme dle potfeby libovolné prodlouzit. Opét se tim vyhne pojmu nekonecno.
V tvodnich postulatech!! ¥ika:

1. Budiz ukolem od kteréhokoli bodu ke kterémukoli bodu vésti primku.
2. A primku omezenou nepretrZité rovné prodlouZiti. (...) [Ser07, str. 2]

Kruznice je ponékud skryté zavedena v definici kruhu:

15. Kruh jest dtvar rovinnyg, objimany jedinou éarou (jeZ se nazgvd obvodem), k niz
od jednoho bodu uvnitt utvaru vedené primky vsecky sobé rovny jsou.
16. Stredem pak kruhu zove se ten bod. [Ser07, str. 1]

0Vychézime 7 ¢eského piekladu Frantiska Servita (1848-1923), jediného kompletniho ptekladu,
ktery byl u nas vydén — [Ser07].
11V piekladu F. Servita je uzit termin wkoly prvotné, dnes se vak bézné uziva terminu postuléty.
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V jiném &eském piekladu, ktery vSak zfistal jen v rukopise!? je tato definice uvedena
v trochu jiném znéni, kde se pfimo termin kruznice vyskytuje:

15. Kruh jest obrazec plochy, omezeny jedinou carou, recenou kruznice; od této ves-
kerée primky vedené k témuz bodu uvnitr kruhu leZicimu jsou si rovny.
16. Bod ten zove se stied kruhu. [Bec02, str. 132]

3. Hippiova kvadratrix

Prvni studovana ktivka po kruznici a pfimce byla transcendentni Hippiova kva-
dratriz. V 5. stoleti pt. Kr. ji popsal Hippias z Elis'® jako kiivku, kterou lze uzit
k trisekci tthlu (proto ji mizeme v literatufe najit také pod nédzvem Hippiova trisek-

nazev.®

Hippias prevedl problém déleni tthlu na problém déleni tisecky. V dnesni termi-
nologii mtizeme jeho definici kvadratrix vyjadrit nasledovneé:
Uvazujme ¢tverec ABC'D (viz obr. 2 a) a dva pohyby takové, ze:

(1) tsecka AB se otaci kolem bodu A (proti sméru hodinovych rucicek),

(2) usecka BC se posouva ve sméru 55,

(3) oba pohyby jsou rovnomérné a ve stejny okamzik zacnou i skonéi,
pak prisecik X pohybujicich se tsecek AB a BC' opise kiivku z bodu B do bodu
H.IG

Ukazeme, jak lze pomoci této kiivky rozdélit libovolny dany thel na tii casti:
Necht je dan thel EAB. Ve ¢tverci ABC'D sestrojime kvadratrix ¢ (vySe uvedenou
konstrukci) a tthel FAB — viz obr. 2 b). Kolmy primét bodu X = gnN +— AFE
oznac¢ime Xi. Use¢ku X;B rozdélime na tii ¢asti. Bodtm Y3, Z; odpovidaji body
Y, Z na q. Z definice Hippiovy kvadratrix plyne, ze poloptimky AY, AZ déli thel
EAB na tfi stejné c¢asti. Thned je také vidét, ze takto lze dany tihel obecné rozdélit
na libovolny pocet ¢asti. Problém trisekce tthlu tim ale neni vyfeSen eukleidovsky,
nebot pomoci pravitka a kruzitka lze sestrojit jen nékteré body kvadratrix ¢q. Celou
kiivku muzeme znazornit napf. prilozenim vhodného krivitka vynesenymi body.

12Pfeklad prvni knihy Eukleidovych Zdkladi od Josefa Smolika (1832-1915). Viz [Bec02, str. 3].

13Hippias z Elis (470-410 pt. Kr.).

MDeinostratos (390-320 pi. Kr.), zdk Platéna a Eudoxa, bratr Menaichmiiv.

5Kvadratrix je obecné nazev pro kiivku, kterou lze uzit ke kvadratufe kruhu a trisektris pro
kiivku, kterou lze uzit k trisekci thlu. Teprve ve spojeni se jménem objevitele, se jedna o konkrétni
kiivku.

163 ohledem na nase zvyklosti uvazuji étverec ABC'D popsany proti sméru hodinovych rucicek.
Kiivku lze uvazovat i v transformovaném ¢tverci ABC D, jak je uvedeno napt. v [Tho80a, str. 336]
(viz obr. 1).
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(ii.) The Quadratriz
Papp. Coll. iv. 30. 45-32. 50, ed. Hultsch 250. 33-258, 19
Construction of the Curve

r ¥ L] -,
A'. Eis Tov rerpaywmoudy 7oi xikAov mapelidly
L4 L]
mis Um0 Aewoorpdrov kat Nucousidovs ypappn
# -~
kai Twwy dAAwv vewrépwv dmé Tol mepi adriy
! o)
oupnTwparos Aafolica Tolvopa: kadeirar yap on’
avTdv TeTpaywvilovoa Kkal yéveow éxer TolavTny,
] "’
Exxelobew rerpdywvov 76 ABI'A kal mepl
’ \ A ¢ r 40 ¢ \
kévtpov 10 A mepipépera yeypddlew 7 BEA, kal

B r

A e H A
kwelobw 1) pév AB odtws dore 70 pév A onuetov

pévew 7o G¢ B dépecllar kard iy BEA wepi-
P S ST A b S - g SRR T TS, TR 1B SR TG S e .

Obrazek 1: Popis Hippiovy kvadratrix podle [Tho80a, str. 336]
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Obrazek 2: a) Hippiova kvadratrix b) Trisekce tthlu pomoci Hippiovy kvadratrix

S dne$nim matematickym apardtem muZzeme pro libovolny bod X|[z,y] v sou-
fadném systému (A, z,y), x ~ AB, y ~ AD, pséat (z definice Hippiovy kiivky)

|<XAB| : g = (|AB| — z) : |AB]. (1)

Ozna¢me |AB| = a a |[<XAB| = t, pfitemz je ziejmé, ze |<XAB| = |<FAB|.
Potom

t=21-0), tgt tg(1— )
= —(1—— LY =x- =z-tg—(1——
5 =)ty g 85 -

a odtud

T
= x - cotg—. 2
z - cotg (2)
Pokud bod X pfejde do mezni polohy X = H (pohybujici se tisecky AB a BC
z definice kvadratrix v této poloze splyvaji), vyjadiime tuto skutecnost v dnesni
terminologii opét snadno

T 2a
= lim <a:-cot —):—. 3
y = lim 85, ) = — (3)
Z (2) je ihned vidét, ze tato kfivka ma nekoneéné mnoho vétvi a (3) ukazuje sou-
vislost mezi kvadratrix a kvadraturou kruhu. Tohle vsak pochopitelné nebyl pohled
starovékych Rekt. Ve starovéku nebyl pouzivan zadny symbolicky zapis & rovnice,
avsak uz Deinostratos prisel na to, ze Hippiovu kvadratrix lze uzit ke kvadratufe



3. Hipprova kvadratriz 8

D C
Y
H H
A D X
A F B

Obrazek 3: a), b) Rektifikace kruznice pomoci Hippiovy kvadratrix

kruhu. Deinostratos neuzil limitniho prechodu, ale metodou nepiimého dikazu do-
kazal, Ze oblouk BD je s iseckami AH, AD (obr. 3 a) v nésledujicim vztahu'”

AH AD
—_— = = (4)
AD  BD

Z podobnosti kruznic obdrzime
AH FH
—_— =, (5)
AD  BD

odsud a z (4) AD = FH.

Z uvedeného plyne snadnéa rektifikace libovolné kruznice. Mame-li zkonstruova-
nou kvadratrix, naneseme na ramena libovolného thlu o délky AH a AD a plati
(obr. 3 b): ¢tvrtkruznice o poloméru AY je rovna délce tsecky AX.

Zdaleka ne vSichni ucenci vSak byli s takovymi metodami srozumeéni. Napf. uziti
kvadratrix jako praktické metody pro kvadraturu kruhu ostie kritizoval Sporus!®
(viz tabulka 1).

Zdtraznéme na zavér, ze Rekové vySetfovali jen omezenou ¢ast jedné vétve
kiivky. To, zZe takto definovana kvadratrix je soucasti kiivky, ktera ma nekonecny
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31. Sporus opravnéné neni potésen timto vysledkem. Zaprvé zavér, pro ktery se kon-
strukce zda byt uziteéna je predpokladan jako hypotéza. Proto jak je mozné se dvéma
body zacit pohybovat z B, s jednim z nich podél pfimky do bodu A a s druhym podél
kruznice do A ve stejném case, pokud nezname pomér délek tsecky AB a oblouku
BEA? K tomu je nezbytné, aby rychlosti pohybujicich se bodt byly v tomto poméru.
A jak by pak bylo mozné pouzitim neptizpusobené rychlosti vést pohyby spolecné do
konce, aniz bychom je mohli obc¢as zménit?

Tabulka 1: Sporus — kritika uziti Hippiovy kvadratrix jako praktické metody pro
kvadraturu kruhu (z Pappova dila Sbirka (Synagoge) podle Thomase [Tho80a,
str. 338-341)).
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pocet vétvi, bylo ukadzano teprve v roce 1650.

4. Kuzelosecky

Dalsi kiivky, které se objevuji (kromé kruznice a pfimky) po Hippiové kvadratrix,
jsou kuzZelosecky. Okolnosti kolem jejich ptivodu nejsou tplné jasné. Jejich objeveni
s nejvetsi pravdépodobnosti souviselo s problémem zdvojeni krychle.

Priblizné v 5. stoleti pt. Kr. Hippokrates z Chiu redukoval tento problém na pro-
blém nalezeni dvou stiednich geometrickych imérnych.'® V nasi dnesni terminologii
bychom jeho tivahu vyjadrili priblizné takto: Necht a je hrana krychle. Je tfeba najit
x, y tak, aby platilo

a:r=x:y=y:2a, (6)

tj. aby platily kterékoliv dvé z nasledujicich rovnic

22 = ay, y* = 2azx, xy = 2a. (7)
Vyloucenim y obdrzime 23 = 2a?, tedy x je hrana hledané krychle.

Od Eutokia?® se dozvidame, Ze kolem roku 350 pi. Kr. Menaichmos jako prvni
nalezl dva zptisoby feseni — priisecik dvou parabol a prisecik paraboly s rovnoosou
hyperbolou. Ukézal, zZe prusecik téchto kiivek dava ocekavané hodnoty x, y, a Tesi
problém zdvojeni krychle. Neni presné znamo, jak tyto kiivky Menaichmos sestro-
jil. Ackoliv kompletné nelze zkonstruovat tyto kiivky eukleidovsky, jednotlivé body
zkonstruovat mizeme. Popisme stru¢né Menaichmovu myslenku. Uvazujme v roviné
dvé vzajemné kolmé primky p, q. Jejich prisec¢ik ozna¢me S (obr. 4). Déle uvazujme
veli¢inu a = |SA;|. Necht 2a = |SAs|, A1 € p, Ay € ¢q. Uvazujme bod @ pohybujici
se z bodu S ve sméru opacném k poloptimce SA,. K tomuto bodu () existuje prave
jediny bod T tak, ze <A1 QT je pravy, a pravé jediny obdélnik SQUT. Z podobnosti
trojuhelnik A;50Q a QST obdrzime

S4 _ 5Q
SQ ST
tj.
SQ* = ST - SA;. (8)

17Pticemz Deinostratos vyloudil pfipady, kdy by geometrickd imérna byla splnéna pro bod Y €
AD, Y # H. Podrobny postup napt. v [Tho80a, str. 343]. Jedna se o historicky prvni priklad uziti
nepfimého dikazu (viz [Kol68, str. 103]).

18Sporus (3. stoleti po Kr.).

19Obecné problém nalezeni dvou st¥ednich geometrickych timérnych znaéi nalézt ke dvéma danym
veli¢inam a, b veli¢iny x, y tak, aby platiloa:x =z :y =y :b.

20Eutokius z Askalonu (5. stol. pi. Kr.).
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Obrazek 4: Kuzelosecky

Obdobnou uvahu provedeme pro bod P pohybujici se po pfimce p (obr. 4). Potom

SP? = SR-SA,. 9)

Odtud plyne, ze pohybuje-li se bod ) po pifimce ¢ a bod P po pfimce p, pak se

body U, V pohybuji po parabolach (8), (9). V soufadném systému (S, z,y), x ~ q,
y ~p, U=[uy,us], V= [v1,v5] mizeme vyjadfit tyto paraboly jako

a:uy = uj: U, tj. Ul =a-uy, (10)

2a : vy = Vg : Uy, tj. v =2a-v. (11)
Prisecik parabol ozna¢me X = [z, y|. Potom (viz obr. 4)

a:x=umx:y, tj. 2*=ua-y, (12)
20:y=1vy:x, tj.  y® =2a- . (13)

Snadno lze ukazat, ze bod X lezi také na hyperbole zy = 2a s asymptotami p, q
(viz obr. 5).

Odtud plyne, Ze jsou splnény podminky (7) a uvedenym postupem miizeme ke
kazdé veli¢iné a najit veli¢iny x,y tak, aby platily vztahy (6). Konstrukce vSak ne-
bude obecné eukleidovska. Veli¢iny z, y 1ze najit napt. mechanicky pomoci nastroje,
ktery pry na zakladé Menaichmovy tvahy sestrojil Platon.?! O tom, jak pfigli Re-
kové na to, ze kiivky objevené pii feseni problému zdvojeni krychle lze obdrzet jako

21Toto tzv. Platonovo feseni nepatii s nejvétsi pravdépodobnosti Platonovi, ale nékterému Me-
naichmovu soucastniku ¢ pozdéjsimu matematikovi. Viz napi. [Kol68, str. 111], [Tho80a, str. 262].
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Obrazek 5: Zpusob nalezeni kuzeloseCek podle Menaichmose demonstrovany
v CABRI GEOMETRII

fezy na kuzeli, mtizeme dnes jen spekulovat.?? Zajimavé je, ze Menaichmos kuze-
losecky obdrzel jako rovinné fezy rotacniho kuzele, pficemz rovina fezu byla vzdy
kolmé k vytvorujici primce. Jednotlivé typy kuzelosecek obdrzel zménou vrcholo-
vého thlu kuzele a odtud se také nazyvaly se¢nami ostrého, pravotihlého a tupého
kuzele. Tento pristup pretrval az do Apollénia. S nejvétsi pravdépodobnosti znali
Rekové elipsu také jako fez rota¢niho vélce.

Jesté ve 4. stoleti byla napsana dvé obsahld pojednéni, v nichz byly uvedeny
kuzelosecky popsanym zptsobem. Ackoliv nebyla nalezena, mtzeme si udélat ¢as-
teCnou predstavu o jejich obsahu podle Archimedovych odkaziu na zékladni véty
o kuzeloseckach. Na obé prace upozornuje Pappos.

Aristaeus?® napsal 5 knih tykajicich se solid loci (Fecky termin pro kuZelosecky).
Druhé pojednani napsal autor proslulych Zdkladi Eukleides z Alexandrie. Pravdé-
podobné
...v tomto pojednani, které se skladd ze ctyr knih, Eukleides usporadal a moznd
1 doplnil pred nim nahromadené znalosti o tomto predmeétu v rozsahu prvnich tri
Apollonicvjch knih. [Kol68, str. 141]

22Napi. Neugebauer se domnivé, e Menaichmos byl piiveden k jejich objevu sluneé¢nimi hodi-
nami. Viz [Neud9, str. 124].
23 Aristaeus (Aristaios) z Elder (370-300 pi. Kr.)
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V' Zdkladech neni teorie kuzelosecek vylozena, i kdyz byla tehdy jiz bezesporu roz-
pracovana, nebot se neda vyloZit na zakladé eukleidovskych konstrukci. Ve dvou
zminénych pracich byly kuzelosecky uvedeny bez jakéhokoliv vyuziti. Zakladni véty
o kuzeloseckach uvadi az Archimedes.?*

Apolléniuv spis O kuZeloseckach

Nejvyznameéjsi spis o kuzeloseckach a po Eukleidovych Zakladech nejznaméjsi dilo
fecké matematiky — O kuzeloseckdch pochazi od Apollénia.?> Sestéava z 8 knih, z nichz
prvni &tyfi se dochovali v fecting, dalsi tii v arabském piekladu?® a posledni byla
ztracena.

Z Apolléniovych zminek Eukleida, Conona ze Samu?’ a Nikotela z Kyrenu je
ziejmé, ze znal prace téchto svych predchiidcii a pouzival je. Knihy I-IV obsahuji
systematicky vyklad zakladnich vlastnosti kuzelosecek, které z vétsi casti diive vy-
lozil uz Eukleides, Aristaeus a Menaichmos. Ale zatimco az do Apollénia se tii
typy kuzelosecek ziskavaly z rtuznych typtu kolmych kruhovych kuzeli, Apollénios je
vSechny ziskava z libovolného kruhového kuzele bez ohledu na to, zda je primy nebo
kosy, proto mohl zavést dodnes pouzivané nazvy elipsa, hyperbola a parabola. Jeho
predchiidci tyto kiivky nazyvali secnami ostrotthlého, pravotuhlého a tupotuhlého ku-
zele. Nékteré véty v knize tfeti a velka ¢ast knihy ¢tvrté jsou nové. Knihy V-VII jsou
nepochybné originalni. Pata kniha se lisi od ostatnich jak obsahem, tak i zptisobem
vykladu a znatelné predstihla svou dobu.?® Apollénios zde vede ke kuzeloseckam
z riznych bodt normaly a zkouma je jako pfimky maximéalni ¢i minimalni. Uvazuje
i o bodech, které dnes nazyvame stredy krivosti, a o evolutach. V Sesté knize se za-
byvé fezy shodnymi a podobnymi na dvou kolmych podobnych kuzelich. V sedmé
knize zkouméa Apollénios tétivy rovnobézné se sdruzenymi prumeéry. Tato kniha byla
pripravou pro ztracenou knihu osmou.

5. Dioklova Kisoida

Podle tiryvki z Dioklovy?® nedochované prace O zdpalnijch zrcadlech, které zname
z Eutokiovych komentaft k Archimedovu dilu O kouli a vdlci,*® uzil ve 2. stol. pi. Kr.
Diokles k nalezeni dvou stfednich geometrickych timérnych kiivku, ktera dostala

24 Archimedes ze Syrakus (287-212 pt. Kr.).

25 Apollénios z Pergy (260-180 pi. Kr.).

26Viz [Apo90].

2TConon ze Samu (280-220 pt. Kr.).

28Viz [Kol68, str. 165].

2Diokles (cca 240-180 pi. Kr.), soucasnik Apollénia.
30Viz [Tho80a, str. 271].
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Obrazek 6: Ukazka z Apolléniova spisu O kuZeloseckdch, [Tho80a, str. 290]
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(a) Kiivka zadand rovnici (14)

(b) Dioklova konstrukce

Dnes je kisoida vétsinou definovana nasledovné: Nad prumérem

Obrazek 7: Dioklova kisoida v CABRI GEOMETRII

OP = 2a sestrojime kruznici k a v bodé P jeji tenu ¢ (obr. 7(a)). Z bodu O ve-
deme poloptfimku p protinajici kruznici k. Ozna¢me M =pNk, N = pNt. Kisoida
je potom mnozina vsech bodi X € — p, jejichz vzdalenost od bodu O je rovna
|MN|. V soufadném systému (O, x,y), v ~ OP, y ~ tefna ke kruznici v bodé O,
mé kisoida rovnici

3
2 x

Yy (0 <z < 2a). (14)

20 —x

Nyni popisme Dioklovu konstrukci.?? Uvazujme kruznici k(S,7 = a) se dvéma
k sob& kolmymi praméry GD, ZE (obr. 7(b)), v ni dva shodné ahly NSZ, ZSM.
Sestrojme ML || ZS a spojme body DN. Ozna¢me T'= ML N DN. Bod T lezi na
kiivce jdouci z bodu D do bodu Z. (Jinou volbou thla NSZ, ZSM obdrzime dalsi
body. Analogicky zkonstruujeme druhou vétev.) Neni tézké odvodit z podobnosti
trojuhelnikd T'LD, DLM a M LG, ze plati

TL:LD=DL:LM=ML: LG, (15)

317 feckého K1000€10NS Ypapun — podobnd biectanu.
32Podle Eutokia v [Tho80a, 271]. Kolman bez odkazu na zdroj zavadi kisoidu zptisobem popsa-
nym vyse [Kol68, 162].
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Obrazek 8: Nikomedova konstrukce konchoidy, [Tho80a, str. 299]

tj. pfi oznac¢eni TL = a, DL = x, ML = y a GL = b (ve specidlnim pfipadé
b = 2a) obdrzime zndmé vztahy pro dvé stiedni geometrické imérné. Abychom
obdrzeli rovnici (14), museli bychom zvolit v obrazku 7(b) souradny systém (D, z, y),
r~GD,y~ ZFE, kde navic kladny smér osy x odpovida polopiimce DG. Diokles i
dalsi fecti geometfi, ktefi se po ném kisoidou zabyvali, vySetifovali pouze ¢ast kiivky
uvnitt kruznice. Jak pouzil Diokles kisoidu k nalezeni veli¢in x,y k dané veli¢iné a
tak, aby byly splnény vztahy (6), je uvedeno v tabulce 2.

Poznamenejme, ze Dioklova kisoida patii z dnesniho pohledu mezi algebraické
kiivky tretiho stupné a zabyvali se ji zejména ucenci sedmnactého stoleti.

6. Nikomedova konchoida

V Eutokiovych komentaiich Archimedova dila O kouli a vdlci®® se dovidame,
7e Nikomedes®** ve své knize O konchoiddch ke stanoveni dvou stiednich geomet-
rickych timérnych uzil kiivku, kterou sdm popsal. Pivodné kiivku pravdépodobné
nazval kochloida,® tak ji nazyva Pappos (3. stol.). Teprve pozdéji dostala ziejmé
nazev konchoida®® — Proklos (5. stol.). Nikomedes sestrojil tuto kiivku zvlastnim
pristrojem, ktery sam vynalezl. Od Eutokia se dovidame, Ze Nikomedes se svym
objevem velice pysnil a vysmival se Eratostenovu objevu jako nepraktickému a pro
geometrii nevhodnému.37

Popisme velice stru¢né Nikomedovu konstrukci. Uvazujme dvé navzajem kolmé
usecky AB, GZ, jejich prusecich oznac¢me D (obr. 8). Necht bod E lezi mezi body Z D

33Viz [Tho80a, 296.

34Nikomedes (2. stol. pi. Kr.).

35Kochloida — tvaru kochlei (druh ryby, fecky K‘Og/\og‘).
36Konchoida — tvaru gkeble.

37Eratostenes uréil dvé stiedni geometrické imérné rovnéz mechanicky pomoci piistroje zvaného
smezolabon* [Kol68, str. 160].
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Na zékladé pripravené konstrukce, necht dvé tsecky, mezi kterymi je pozadovano najit
dvé stiedni imérné, jsou A, B, a necht je ddna kruZnice, ve které T'A, EZ jsou dva
priuméry vzajemné k sobé kolmé, necht je sestrojena kiivka AOZ vyse popsanym
zpusobem a necht A : B = T'H : HK, a nechf 'K jsou spojeny, a necht pfimka je
spojujici je prodlouzena dokud neprotne k¥ivku v O, a skrze ©, necht AM je sestrojena
rovnobézné k EZ; potom podle toho, co bylo napsano v predchozim MA, AA jsou
stfedni geometrické tmérné mezi I'A, AGO. A odtud A : A©® =TH: HK a I'H : HK =
A : B, jestlize mezi A, B umistime N, = se stejnym pomeérem jako I'A, AM, AA, A®
(tj. jestlize vezmeme I'A : AM = A : N, AM : AA=N:ZaAA: AO == : B),
potom N, = budou stfedni geometrické imérné mezi A, B, které mély byt nalezeny.

Tabulka 2: Nalezeni dvou stfednich geometrickych timérnych uzitim Dioklovy ki-
soidy podle Eutokia (tryvek Dioklova dila O zdpalnijch zrcadlech v Eutokiovych
komentarich Archimedova dila O kouli a vdlci podle Thomase [Tho80a, 276]).
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a usecka GZ se pohybuje tak, Ze je upevnéna v bodé F, stale protina tsecku AB a
vzdalenost DG se zachovava, tj. délka DG na obr. 8 je ekvivalentni délce HT'. Potom
bod G opise kiivku LGM. Nikomedes dokazal, ze mezi vSemi tseckami kolmjmi
k LG M, jejichz krajni body budou lezet na LGM a AB, je nejdelsi praveé usecka DG
z obr. 8. Kromé Nikomeda ukazuje pouziti konchoidy pro nalezeni dvou stiednich
geometrickych timérnych také sim Pappos, obdobné i Eutokios.®® Konchoida byla
také uzivana k trisekci tthlu.3® V 17. stoleti jeji konstrukci znovu popisuje Descartes.

Z dnesniho pohledu je Nikomedova konchoida algebraicka krivka ¢tvrtého stupné,
tj. mnozina vSech bodid X = [z, y], jejichz soufadnice spliuji rovnici

(x—a)® (2 +9°) — b*2* = 0. (16)

Pod pojmem konchoidy se dnes rozumi obecné€jsi kiivky, které se dostanou zmen-
Senim nebo zvétsenim privodice kazdého bodu dané kiivky, nikoliv nutné piimky
jako je tomu v ptipadé Nikomedovy konchoidy.

7. Archimedova spirala

Archimedes ze Syrakus byl ¢lovékem, ktery své znalosti uzival v praxi. Z hlediska
naseho zajmu o kiivky upouta mezi jeho zachovanymi pracemi spis Kvadratura pa-
raboly. Archimedes zde jesté pouziva pro parabolu nazev ,fez pravothlého kuzele“.
Stanovuje velikost plochy parabolické vysece vytaté tétivou. Prace je nesmirné za-
jimavé pro historii matematické analyzy svoji metodou pfibuznou metodé vypoctu
urc¢itého integralu. K tématu kiivek vsak neptinasi nic.

O to zajimavéjsi je vzhledem ke stanovenému tématu Archimédova pozdéjsi prace
O spirdldach. Sklada se z 28 vét. Archimedés zde podava definici spiraly jako cary
opisované bodem rovnomérné se pohybujicim po primce, zatimco se tato primka
rovnomérné ota¢i v roviné kolem jednoho pevného bodu, ktery na ni lezi (viz tab. 3).
V dnesni symbolice bychom rovnici Archimedovy spirdly v polarnich soufadnicich
vyjadrili jako 7 = a - t, kde r je délka pruvodice a t prislusny thel. Archimedes
pouziva v geometrii pohyb, ale jen k definici novych geometrickych objekti nikoliv
k ditkaziim.?® Archimedes mimo jiné ukazuje (obr. 9), Zze délka polarni subtangenty
OT (tj. tseku na kolmici OT k pruvodi¢i OP, lezicim mezi pélem O a te¢nou PT)
je rovna délce kruhového oblouku AP.4

38Podrobnéji v [Tho80a, str. 304].

39Podrobnéji v [Tho80a, str. 301].

40V roce 1899 byl objeven pergamen z 10. stoleti, ktery byl ¢astecné ve 13. stoleti smyt a piepsan
nabozenskym textem [Kat98, 111]. Heiberg jej prozkoumal a nasledné vydal v roce 1906. V tomto
pojednani nazvaném O metodé Archimedes vysvétluje, jak doSel k nékterym vétam:
Mnohé, co jsem diive objasnil ,mechanicky®, jsem potom dokdzal geometricky, nebot moje tvahy
zaloZen€ na této mechanické metode nemély jeste prikaznosti dikazi, lehci je ovsem najit dukazy,
kdyz si mechanickou metodou vytvorime predstavu o zkoumané otdzce, nez to udélat bez takovych
predbéznych predstav. Viz [Klil4, str. 414].

41Viz [Kol68, str. 151].
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1. Jestlize se usecka v roviné otac¢i rovnomérné za libovolny ¢as kolem pevné zafi-
xovaného krajniho bodu dokud nedojde do vychozi pozice, a jestlize se, soucasné
s otacenim, rovnomérné pohybuje bod od zafixovaného konce podél této usecky, pak
tento bod opisuje spirdlu v roviné.

Tabulka 3: Archimedova definice spirdly podle Thomase [Tho80b, str. 182]).

Polarni osu spiradly OA Archimedes nazyva apya tng mepipopas*® — pocatecni
[¢ara] pohybu. Kolman bez konkrétniho odkazu uvadi ,zakladni ¢ara“.** Tim je
mozno uzit Archimedovu spiralu k rektifikaci kruznice. Déle ukazuje Archimedes

také napr. vypocet obsahu plochy, kterou kiivka opisuje atd.
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Obrazek 9: Archimedova spiréla

42Viz [Tho80b, str. 182]
13Viz [Kol68, str. 151].
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