Uziti Jensenovy nerovnosti

S algebraickymi nerovnostmi se setkdvame ve vétsiné matematickych teorii, ale i v mnoha
oborech mimo matematiku. Jednou z metod jejich feSeni, pii které si vystacime se stie-
doskolskou matematikou, je vyuziti tzv. Jensenovy nerovnosti. Ta je jednim z nejvyznam-
néjsich vztahi v teorii algebraickych nerovnosti. Vétsinu klasickych nerovnosti z ni totiz
miuzeme odvodit a zaroven s jeji pomoci elegantné vytesit celou fadu algebraickych tloh.
M4 nasledujici tvar:

Necht funkce f je definovand na intervalu I. Je-li funkce f konvexni na I, pak pro
libovolnou konvexni kombinaci A\jz1 + - - - + A\, x, jakychkoliv ¢isel x1,...,z, € I plati
nerovnost

Jazs + -4 Axn) <A f(a) + -+ A f(). (1)

K uvedené definici poznamenejme, ze konvexni kombinaci ¢isel zq,...,x, rozumime
takové ¢islo A\jxy + - - - + \,x,, kde koeficienty A; spliuji tyto podminky:

Ni>00@=1,2,....n) a A+ -+, =1

Jak vidime, hlavnim predpokladem pro vyuziti Jensenovy nerovnosti je pojem konvexni
funkce. To je takova funkce, jejiz graf lezi nad te¢nou sestrojenou v jejim libovolném bodé.
Funkce s opacnou vlastnosti se nazyva konkavni a plati, ze je-li funkce f konvexni na in-
tervalu I, pak funkce (—f) je konkdvni na intervalu I a naopak. To, zda je danéd funkce
na daném intervalu konvexni ¢i konkavni, miizeme urcit pomoci diferencialniho poc¢tu. Pro
funkce majici druhou derivaci totiz plati, Ze konvexni (konkavni) na daném intervalu I jsou
pravé ty funkce f, které f”(x) >0 (f"(z) < 0) pro kazdé = € I.

Mame-li tedy ovérit danou nerovnost a dokazeme-li k ni najit vhodnou funkci f, jejiz
prubéh zname, a dale vhodné koeficienty A;, mtizeme tikol splnit praveé s vyuzitim Jensenovy
nerovnosti.



Nejdrive ukazme, jak lze z Jensenovy nerovnosti odvodit nékteré klasické nerovnosti
patiici k zakladim celé teorie algebraickych nerovnosti.

AG-nerovnost

Pro libovolna nezaporna cisla zq, xs, . .., x, € R plati nerovnost mezi aritmetickym a
geometrickym primérem

$1+ZL’2—|—"'+ZL’H

n

Pokud je x; nulové pro nékteré i = 1,...,n, je nerovnost (2) zfejmé, nebot jeji prava
strana je rovna nule. Pfedpokladejme tedy, ze x; > 0,7 = 1,...,n. Funkce f(z) = Inz je
konkavni na R™, nebot f”(x) = —z% < 0 pro kazdé x > 0, a proto z Jensenovy nerovnosti
dostaneme

In (A1 4+ oo + -+ + X\y) > M Inzy + Nolnag + -+ + N\, Inx,,

1 1 1 1 1 1
In—21+n—20+---+In—2, > —Inz; +—Inas +---+ —Inx,,
n n n n n n
1+ Xog+ -+ T, 1 1 1
In -2 >ln(xp -xy - ... - xh),

n

r1t+xo+ -+,

! 2 > Yxy x0T
n

coZ je nerovnost (2).

Youngova nerovnost

Pro libovolnou dvojici ¢isel z > 0, y > 0 a pro libovolné realna ¢isla p > 0, ¢ > 0,
pro néz je % + % =1, plati

P a
xyéx——i-y—. (3)
p q

Nerovnost (3) plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkci f(u) = Inu (ktera je na R
konkévni, nebot f”(u) = —= < 0 pro kazdé u > 0):

In ()\1U1 + )\2u2) 2 )\1 In Uy + )\2 In U9 .



Dosadime-li do této nerovnosti \; = %, Ay = % a u; = 2P, uy = y9, pak nerovnost (3)
dostaneme nasledujicim zptisobem:

1 1
> —Ina? + —Iny?,
p 4q

p q
ln(w—+y ) >Inz+Iny,

Bernoulliova nerovnost

Pro kazdé realné ¢islo x > —1 a libovolné kladné realné ¢islo p # 1 plati

(I1+2)?>1+px (je-li p>1), (4)

(I+2)P <1+px (jeei 0<p<1). (5)

Nejprve predpokladejme, ze p > 1 a dokazme (4). Pokud bude v nerovnosti (4) platit
1+ pz < 0, bude tato nerovnost splnéna trividlné. Necht je tedy prava strana nerovnosti
(4) kladn4. Pak po zlogaritmovani dostavame ekvivalentni nerovnost

pln(1+z)>In(1+px).

Tato nerovnost vSak plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkei f(z) = Inx, konkdvni na R*.

S ohledem na p > 1 jsou obé ¢isla A\; = % al=1-— 110 kladna a A\; + Ay = 1, takze mtizeme

psat

1 1 1
—In(l1+pzr)=—-In(1+pz)+ (1——) Inl <
p P p

§ln(l(1+px)+(1—l)~1) =In(1+2).

p p



Tedy
1
In(1+2)>-In(1+px),
p
pln(l+2) > 1In(1l+px),
(14+2x)P >14pzx.

V ptipadé 0 < p < 1 je ditkaz nerovnosti (5) obdobny. VyuZijeme opét Jensenovu nerovnost,
tentokrat pro konvexni kombinaci s koeficienty Ay =p a Ay =1 —p:

pn(1+2z)=pln(l1+2)+(1—-plnl<
<In(p(l+z)+(1-p)-1)=In(1+pz).
Tedy
pln(1+x) <Iln(1+ px),

(142 <1+pz.

Nerovnost mezi vazenym mocninnym a vazenym geometrickym
prumérem

Pro libovolnou n-tici ¢isel zq,...,x, > 0, realné koeficienty \; > 0, pro néz plati
A+ -+ N\, =1, a pro libovolné realné ¢islo p > 0 plati

Al

>t o (6)

(A + - 4 Aph)

Nerovnost (6) zlogaritmujeme a postupné upravime
1
p In (Al + -+ A\pab) > ln(xi‘l C -x’\”),
In(Az} + -+ A2h) > p (Inayt + -+ Ina)),

In( Mol + -+ XN2l) > A Inal + -+ )\, Ina?

Posledni nerovnost vSak plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkci f(z) = lnaP, ktera je
konkévni na R*, nebof f”(x) = —% < 0 pro vSechna x > 0.



7 predchozich dukazt je patrné, Ze Jensenova nerovnost je v teorii algebraickych ne-
rovnosti velmi silnym néastrojem. Nyni si ukazme jeji vyznam pii feseni konkrétnich tloh.

Priklad 1. Ukazte, Ze pro kazdé realné ¢islo = > 1 plati nerovnost
1 1 1 3
>

+ .
r—1 o z+1 =z

Resend. Diikaz této nerovnosti lze snadno provést algebraickymi tpravami. My vak ové-
fime jeji platnost pomoci Jensenovy nerovnosti. Pro funkei f(z) = %, konvexni na intervalu
(0,00), nebot f”(z) = % > 0 pro kazdé = > 0, m4 Jensenova nerovnost tvar

A1 A )\3 > 1
I ) - )\11’1 + )\Q.TQ + )\3.%3

Odtud pro ¢isla 1 = o — 1, 25 = x, x3 = a: + 1, kterd jsou kladna a navzajem rizna pro
kazdé x > 1, a koeficienty /\1 == A3 = dokazovanou nerovnost jiz snadno ziskame:

Y

3
1 1 1
3 a:—l (r—14+ax+x+1)’

1 1

3 a:—l
L + +
r—1 =z :E—irl
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Piiklad 2. Ukazte, Ze pro libovolnd realna ¢isla a, b € (—1,1) plati
V1—a24+ V1 -0 <+\/4—(a+Db)?

Re$end. Funkce f(z) = +/1 — 22 je na intervalu (—1, 1) konkavni, coz plyne z tvaru jejiho
grafu, kterym je polokruznice. Z Jensenovy nerovnosti tedy plyne

— g2 _h2 2
V1 a+\/1 b < 1_(CL+b) 7

2 2 4
Vi—a>+vV1-1 <2 W,

V1—a24+ V1 -0 <+\/4— (a+Db)?



Priklad 3. Dokazte, ze pro kladna realna ¢isla a, b, pro néz a + b = 1, plati
+ 1y’ + b+ 1)’ > 20
a+ — — —.
a b) — 2

Resend. Dané nerovnost plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkei f(z) = (z+ 1)2. Ta je na
intervalu (0, c0) konvexni, nebot f”(z) =2 (1 + =) > 0 pro kazdé = > 0. Plati tedy

1 +12+1 b+12> a+b+ 2 \?

_a — — —

2 a 2 b) — 2 a+b) ’
LY Y sl 2) %
“Ty ) =\271) T o

Priklad 4. Ukazte, Ze pro libovolna kladna redlna ¢isla z, y, z, pro néz x +y + z = 1,

plati nerovnost
1 1 1
64<|1+—)(14+—-)|1+—-).
x Y z

Reseni. Uvedeny vztah plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkci

f(t) =In (1 + %) =In(1+t) —In(t),

ktera je na intervalu (0, 00) konvexni, coz je zfejmé z vypoctu jeji druhé derivace:

1 1 2t +1

IO = e = w e

Jensenovu nerovnost pro funkci f tedy muzeme zapsat takto:

1 1 1 1
In (1 <aln(14+=)dxm(1+—=)+rm(1+=).
n( +)\1t1+)\2t2+)\3t3)_ 1n( +t1)+ 2n( +t2)+ 3n( +t3)

Dosadime-li sem kladné t; =z, to =y, t3 =z a A\ = Ay = A3 = %, dostaneme s ohledem




na predpoklad = + y + z = 1 postupnymi Gpravami

1 1 1 1 1 1 1
n(l++———)<:In(l+-)+SIn(1+>)+>n(1+=),
g(x+y+z) 3 T 3 y 3 .
1 1 1
ln(1+T)§—[ln(1+—)+ln<
3 3 T
31n4§ln{(1+1) (14_1) (1+1)},
T Yy z
64§(1+1) (1+1) (1+1),
X Yy z

coz je dokazovana nerovnost.
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Priklad 5. Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n > 2 plati

s
—ncos— > 1.
n+1 n

(14 n)cos

Reseni. Funkce f(z) = cosz je na intervalu (0
pribéhu jejiho grafu. Pro hodnoty x; = 0, x5 =
nerovnosti pro funkci f plyne:

1 n s 1 n s
cos -0+ = > cos0 + cos — ,
n+1 n+1l n n+1 n+1 n

(n+1)cos(

n+1

1
( +n)cosn+

Priklad 6. Dokazte, ze v kazdém trojihelniku ABC' se stranami délek a, b, ¢ a obsahem S

plati
ab + ac + bec > 4V3S.



av, = % ab sin vy

C

Obr. 1

Reseni. Jak je patrné z obr. 5.1, obsah libovolného trojthelnika lze vyjadfit pomoci dvou
stran a thlu, ktery tyto strany sviraji. Ziejmeé tedy plati

1 1
S = 3 absiny = 3 acsin f = 3 besin a,
z ¢ehoz plynou rovnosti
25 25 25
ab=—, ac=—, bc=— .
sin 7y sin 3 sin v
Sectenim téchto rovnosti dostaneme
1 1 1
ab+ac+bc:25(, +—+ = ) (7)
sina  sinf  sinvy

1

sinx

Nyni uplatnime Jensenovu nerovnost, a to pro funkei f(z) = . Ta je na intervalu (0, )

konvexni, jak dokazuje kladna hodnota jeji druhé derivace:

N _ COST
) = (sinz)?’
B 1 cos® x -
fl(r) = —+2—=—>0 pro kazdé x € (0, 7).
sin x sin® x

7, Jensenovy nerovnosti tedy plyne

1 1 1 3 3

- - + — = = -
sina sinf  sinvy sm%ﬁﬂ sin %

5l

takze s vyuzitim rovnosti (7) mizeme psat

ab+ac+bc225i > 44/38.
V3



Priklad 7. Ukazte, Ze ze vSech konvexnich n-tthelniki vepsanych do dané kruznice ma
nejvétsi obsah pravé pravidelny n-tthelnik.

\

Vil

Obr. 2

Resend. Jisté miizeme uvazovat jen takové vepsané n-tthelniky, které obsahuji stied O dané
kruznice. Z obr. 5.2 je patrné, ze kazdy takovy konvexni n-tthelnik se sklada z n rovno-
ramennych trojuhelniki, které maji spolecny hlavni vrchol ve stifedu O. Obsah kazdého
takového n-thelnika je tedy roven souctu obsaht jednotlivych trojuhelnikd. Je-li dana
kruznice jednotkova, pak pro obsah S kazdého z nich plati

1
S = _si
5 SIng,

kde ¢ je tihel pii stifedu O. Obsah A celého n-tihelnika tedy mutzeme zapsat:

Zsmcpk, kde O0<y¢r<m a ngk—Qﬁ
- k=1

Je dobfe znamo, ze funkce f(z) = sin x je konkavni na intervalu (0, 7), a proto z Jensenovy
nerovnosti plyne

2
E <! E o il Y
sin Pk nsm ( ng> n sin ( n ) s

kde A’ je zfejmé obsah pravidelného n-thelnika. A protoZe rovnost v této nerovnosti na-
stane, prave kdyz @1 = g = -+ = @, tedy ¢ = %’r pro vSechna 1 < k < n, je tvrzeni o
maximalnim obsahu pravidelného n-thelnika dokazano.



