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Na prvnim stupni zakladni Skoly se Zzaci seznamupbjsiem pirozeného cisla.
Mnozina girozenychcisel ma velmi fijemné vlastnosti: Je mozné ji jednoduSe i&gat,
kazdé cislo ma svého bezprdstinino nasledovnika, na k@&ném intervalu je koramé
mnoho pirozenychéisel apod. Zaci si velicgasto mysli, Ze stejnym #pobem se chovaji
vSechny dal&tiselné obory.

Mnozina racionalnicltisel si zachovavachkteré gijemné vlastnosti, nap racionalni
Cisla Ize usptadat, i kdyz uz ne tak snadnymispbem, jako to bylo uigozenychdisel.
AvSak na konéném intervalu existuje nekoér@ mnoho racionalnichisel.

Vlastnosti realnyclEisel jsou pro mnoho Zékzcela nepochopitelné: Zaduislo nema
sveého bezprogdniho nasledovnika, mnozinu nelze udapat, mezi kazdymi dwma
racionalnimi gisly lezi nekon&n¢ mnoho iracionalnichsisel. Zaci se na zéakladni 3kole
seznamuji s realnyndisly v podols ndkterych iracionalnicksisel -1t v/2, v/3, aj. Je ale také
vhodné, aby se Zaci seznamili s podstatou redldiggd. Za tim Gelem pokladame Zékn
zdanliw banalni otadzky, na které vSak neexistuji jednoducipo¥di. Pokud Zakm
nechame prostor k diskusi, jsou schopni sami d@itspravnym za&ram a osvojit si tak
nekteré dilezité poznatky.

Piiklad 1
Kterécislo bezprosedre ndsleduje pa@isle 1?

Malokteré di¢ by pochybovalo o tom, Ze kaZdd#slo ma svého bezprdetiniho
nasledovnika. Na 1. stupni ZS se Z&ci totiz sefk&tm, ze hned zaislem 1 jegislo 2.
Pokud Zakm nechame moznost diskutovat, mohou safijit ma to, Zze & vymysli jakkoli
malé ¢islo nasledujici po 1 (n&p1,0000000000000001), vzdy lze vymyslet gestensi.
Tento proces ii¥e trvat nekonsé dlouho a ndsledovnika tudiz nenajdeme.

Otazku Ize modifikovat — hledafslo, které bezprostdre predchazi iznym cistam,
nebo zjistit, zda je mozné vypsat vSeckirsda mezicisly 1 a 2. Tim je odp@d’ rozStena —
Zadnécislo nema ani sveho bezpri@stniho pedchidce ani nasledovnika a meziédvacisly
existuje nekon&é mnohocisel.

Material byl zpracovan v ramci projektu "Systém@adpora trvalého profesniho rozvoje (CPD) pedadggic
pracovniki propojenim pedagogické fakulty se Skolami na Jizafaw —EDUCOLAND"

Projekt je spolufinancovan Evropskym socialnim femda statnim rozgeem CR.
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Tyto poznatky jsou velmiidezité pro pochopeni uzgenych a otetenych interval.
Kdyz prijdou Zaci ze zakladni natetini Skolu, jednou z prvnich problematik, se kteseu
seznamuji, jsou intervaly. Totaimo je pro mnoho zak velmi komplikované. Netdka se
stavd, Ze Zaci zahuji oteeny interval (1;5) za intervdR; 4). Nekon€né mnohocisel pro
né nehraje Zadnou roli. Na tomtdipadu je vidt, jak velmi silré jsou Zaci orientovani na
piirozen&cisla.

Zajimavé je také vyzkouSet, jakymtmmbem odpovi Zaci na otazku, kolikgesel na
intervalu, nap. (1;5). Prvni odpo¥d’, ktera se nabizi, Ze kam& mnoho. Jde igce o
koneny interval. Rirozenychcisel je v tomto intervalu kogaé mnoho, tak prd by to nelo
byt u dalSich¢iselnych obak jinak? Kdyz se ale ipsuneme do oboru racionalniéfsel,
muzeme vzdy pro jakakoli @dvriznacisla daného intervalu najit jejich aritmetickyaper.

Napi. == = 3,72 = 2,72 = 1,5,=-2 = 1,25, ... Nabizi se oft otazka, jak diouho fiteme

tuto clnnost provaét. Pokud ﬁstaneme v naSem kamem s¥té a nechame zakyamkami
pulit papir, skoi pomerné brzy. Matematika nam ale takovato omezeni nekldtigzeme
pokraiovat donekon@na.

Nabizi se tedy druha odpak: Celacast osy v intervaly1;5) je pokryta nekonang
mnoha body, které jsou vSechny obrazem racionakigdi. Skuténost je ale Uphkajina. |
kdybychom n&aiiselné ose znazornili vS8echna racion&lisia, nezaplnime ji celoujgtane
tam jeS¢ nekonéné mnoZstvi neobsazenych lodréch je dokonce mnohem vice neZzli
zaplrénych'

Piiklad 2
Uvazujmeqadu 1-1+1-1+1-1+.... Dokazeme dit jeji souet?

Jednim z pojm, ktery je k porozurni realnym ¢islim nepostradatelny, je pojem
nekonéna. S nekonmem se mMZeme seznamovat na nekomgch fadach. BRestoze
nekonéné rady ani zdaleka negatod wiva zakladni skoly, tentofiklad dokazou &ktefi
Zacitesit. Obvykle z&inaji metodou pokusu a omylw{sji od z&atku a pak zobew;ji), ti
SikovngjSi dokazou najit odp@d’. ProtoZe postupuji pomoé&asté&nych souta, dojde jim, ze
celkovy vysledek zavisi na tom, jaky je posletiehiady. Ten ale neexistuje.

Dokazeme najit hnedtkolik souta tétorady podle postupu, ktery zvolime k vyja.
Reseni 1:

S=1-14+1-14+1-1+"
~S= —141-1+1-1+"

1 P v v v , v s v, . . vs v ,

Georg Cantor ukazal, ze vSechny spocetné nekonecné mnoziny jsou nejmensi nekonecna, ktera mohou
existovat. Sem patfi mnozina pfirozenych cisel i mnozina racionalnich cisel. Zjistil vSak, Ze existuji i nespocetna
nekonecna, napf. mnozina vSech desetinnych Cisel (obsahujici i iracionalni isla).

Material byl zpracovan v ramci projektu "Systém@adpora trvalého profesniho rozvoje (CPD) pedadggic
pracovniki propojenim pedagogické fakulty se Skolami na Jizafaw —EDUCOLAND"

Projekt je spolufinancovan Evropskym socialnim femda statnim rozgeem CR.
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KdyZz nyni odéteme druhodadu od prvni, vSechnileny kron® prvnihoclenu prvnirady se
vyrusi, takZze dostanen28 = 1. Kon&ny vysledek je tedy
1
S = >
Reseni 2:
Nyni budeme parovateny pivodnitady:
S=1-D+A-D+A -1+
Zd& se, Ze tento model parovani Ize zobecnit nanmeské mnoho dvojictady. Radu proto
muzeme pepsat jako
S=0+0+0+-
a souet tétorady jeS = 0.
Redeni 3:
Radu v3ak mizeme sparovat i jinym Agobem:
S=1+(C-1+1D)+(C-1+1)+-
tentokrat je vysledek = 1.

Lze dokazat, Ze soat zadandady neexistuje. Dnes bychom jednoduse zjistilinéei
splrena nutna podminka konvergence posloupndsti,(,. a, = 0) a okamzi bychom
znali odpo¥d’. Problém je pravv tom, Zefada ma nekor@é mnohoclena. Existuje sice
prvni ¢len, ale neexistuje posledni. Historicky bylo velaofitizné rozliSit, kterodadu Ize
upravovat — tj. perovnavatéleny, seskupovat je do zavorek, apod. (hgeometrickou) a
kterou nelze. Zde jsme se setkali s nekopeaiadou, kterou upravovat nelze.

Piiklad 3

Kolem roku 450 f n. |. formuloval Zenon 8y paradox o Achillovi a zelv Achilles ma
zavodit s Zelvou whu na 100 metr. ProtoZze je Achilles desetkrat rychlejSi nez Zelva
dostane Zelva desetimetrovy naskok. Kdyz Achibielsne 10 meit, je v mist, odkud Zelva
startovala, Zelva mezitim élfda 1 metr. KdyZ Achilles dhne 1 metr, Zelva éhne desetinu
metru. Takto mZzeme pokréovat do nekonmma. Zenon tedy tvrdi, Ze Achilles nikdy nedozene
zelvu.

Stimto pgikladem se Zaci setkavaji obvykle az né&edni Skole a to v hodinach
spole&enskych ¥d, nikoli matematiky. Nktefi talentovani Zaci jsou vSak schoprikpad
vyieSit i na zakladni Skole.

Pokud se problém nadnese pouze filozofickyzenvyvolat dojem, Ze jej opravdu nelze
reSit. MatematickéeSeni je fitom velmi elegantni a rychle nam dava odahwNaskok Zelvy
pied Achillem je v jednotlivych stadiich zavodu (vineeh):

Material byl zpracovan v ramci projektu "Systém@adpora trvalého profesniho rozvoje (CPD) pedadggic
pracovniki propojenim pedagogické fakulty se Skolami na Jizafaw —EDUCOLAND"

Projekt je spolufinancovan Evropskym socialnim femda statnim rozgeem CR.
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Kdyz ¢leny této posloupnosti dokaZzemeisg zjistime, zda Achilles Zelvu doZene nebo ne.
Souetifady ozné@ime S a dostavame

10;1

1 1
5—10+1+E+m+'”

Kazdy ¢len tétofady (krong prvniho) je desetinouipdchazejiciha@lenu. Jedna se tedy o
geometrickodadu s kvocienten?la. Kdyz celouradu vynasobime deseti, dostavame

1 1
105=100+10+1+—+—+

10 1 100 '
Odeteme-li prvni rovnost od druhé, dostaneme
105 — S =100,
neboli 95 = 100, tj. S =%= 11%. To znamena, Ze Achilles dohoni Zelvu po 1% a
metrech.
Piiklad 4

UkaZte, Zecislo 0,12345678910111213... (piSeme za sebou \&eplirwzena cisla) je
iracionalni.

Zéaci zakladni skoly mohouriiklad resit ivahou. Vime, Ze dawéslo vzniklo z po sob
jdoucich girozenychcisel. Kazdé je jiné, proto neni mozné najit periddejedna se oidkaz,
avSak piklad vytv&i velmi dobrou pedstavu iracionality.

Dukaz je mozné provést sporem. Budemedpokladat, Ze dan#islo je racionalni, to
znamena, Zze ma nekamy desetinny periodicky rozvoj s délkou perioayV danémdéisle
nékde jis€ najdeme posloupnostdevitek. Perioda je tedy sloZzena ze samych deuiehkle
ziejmé, Ze uzZ five jsme se museli setkat s posloupnastismitek. Tim se dostavame ke
sporu.

Jest jedna zajimava otazka se v souvislosti s tintiklgdem nabizi: Co kdybychom
odstranili desetinnowarku? Dostali bychom¢islo 12345678910111213... Jedna se o
nekoneéng velkégislo?

% Prvni, kdo zaved| pojmy potencialni a aktualni nekonecno, byl Aristoteles. Pfivedlo ho k tomu pfemysleni nad
Zenonovymi paradoxy. Byl presvédcen o tom, Ze je mozno donekonecna pricitat jednotku a tim ziskavat vétsi a
vétsi Cisla. Pordd ale budou vznikajici Cisla konecné velka. Nekonecné velké Cislo podle néj neexistuje. To
znamend, 7e nekoneéno potencidlné existuje, aviak aktualné ne. Re$eni souctu nekoneénych fad (které se
vyskytuji i v Zenonovych paradoxech) je vSak umoznéno uznanim aktualniho nekonecna, kdy nekonecnou radu
pokladame za celek.

Material byl zpracovan v ramci projektu "Systém@adpora trvalého profesniho rozvoje (CPD) pedadggic
pracovniki propojenim pedagogické fakulty se Skolami na Jizafaw —EDUCOLAND"

Projekt je spolufinancovan Evropskym socialnim femda statnim rozgeem CR.
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Priklad 5
Cislo 7T

Z&ci se sislem 1t setkavaji poprvéip vypoctu obvodu kruhu z jeho pméru. V této
souvislosti jim byva uveden ,vzored = zd a rekdy jsou hned od zatku vedeni k tomu,
aby misto symbolm psali 3,14. Tim jsou Zaci ochuzeni o dvdedité poznatky:

1) Tim, Ze se nati vzorec, do kterého mechanicky dosazuji, si gdamivztah mezi
obvodem kruhu a jeho j{mérem. Pro jakykoli kruh je po#n % vzdy stejny. ZAci
vzorec vyuzivaji jak@ernou skinku na vypdet, do které se jedngslo vlozi a jiné
¢islo vypadne.

2) Zaci nezjisti, Ze se jedna o iracionalfslo.

V prvnim pipact existuji tizné experimentalnicinnosti, pomoci kterych mohou Z&ci
priblizné urcit vztah mezi obvodem afmérem kruhu. Mizeme nap postupovat tak, ze pro
nekolik kruhi raznych polomri zmétime provazkem jejich obvod a potécfidme pondr
obvodu a piméru. Udaje si zaci zapisi do tabulky:

d 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9

o] 16,2 16,3 18,3 18,2 22,2| 22,2 25,3 25, 28,6 28,5

N

o/d 3,24 | 3,26 | 3,05 | 3,03 3,17 3,17 3,16 3,15 3,17 16 3,

Nyni mizeme s Zaky diskutovat o tom, jaké dostali vysledkyo by o nich dokéazali
fict. Pokud nifili dostate&né presreé (¢im mensi je kruh, timdte se ndii, je vhodné z&nat
nag. na 7 cm), i by si vSimnout, Ze vysledky se velmi podobajiyrijim mize Wwitel
prozradit, jaky existuje mezi obvodem atmgrem vztah. Zaci si mohou vypivat
aritmeticky pfimer, v nasSem fipact

o .
7 = 3,156
a ten porovnat se skuteou hodnotod.
Mnohem slozgjSi je preswdcit Zaky o tom, Ze jde o iracionaldislo. Prostedky zaka
zakladni Skoly nedokazeme proveskalz. Dikazy iracionalitycisla a presahuji obtiznosti
stredoskolskou matematiku.
Prvni, kdo ukoval hodnotucisla z, byl Archimédes v 3. stoletitpn. |. Kruznici

nahrazoval vepsanymi a opsanymi mnohouhelnikyi(gedhikem, dvanactithelnikem, atd.,

* pokud dité ma objevovat novy poznatek svymi vlastnimi zpUsoby a pomoci matematického aparatu, ktery ma
aktualné k dispozici, je uzite¢né, abychom mu dopredu neprozradili vysledek. Napf. kdyby Zak dopredu védél,
Ze o = 3,14d, vysledek by pro néj nebyl zdaleka tak zajimavy, jako kdyZ se na néj snaZzili pfijit sam.

Material byl zpracovan v ramci projektu "Systém@adpora trvalého profesniho rozvoje (CPD) pedadggic
pracovniki propojenim pedagogické fakulty se Skolami na Jizafaw —EDUCOLAND"

Projekt je spolufinancovan Evropskym socialnim femda statnim rozgeem CR.
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az doSel k 96-uhelniku) a zjgval pongr mezi jejich obvodem a polairem kruznice. DoSel
k aproximaci272 a tim uteni hledaného po¥ru s Fesnosti d¥ desetinna mista.

V roce 1671 vySel Skot James Gregory z jednoduclaétiejmého faktu, Zarctg 1 =
f. Rozlozil funkciarctg x v okoli bodu 1 do nekokiréiady a sestavil rovnici

#z#7 1 1 1 1 1

K dokresleni problematiky je vhodné zminit #ak historicky vyvoj a zfesiovani
hodnotycislatt Rovrez je uzit&éné zakm sdilit, Ze dnes hledaji dalSi a dalSi desetinna mista
Cislamtvykonné peitace. Na internetu je mozno najislo tna milion desetinnych mistimz
jsou rekteri Zaci doslova fascinovani.

Piiklad 6
Odmocnina ze 2.
Zakam zakladni 3koly riweme zadat Ukol, zda dokdZou pokusem a omylem najit
piesnou hodnoty2. Zaci mohou postupovat napakto:
1,12 = 1,21; 1,2% = 1,44; 1,32 = 1,69; 1,42 = 1,96;1,5% = 2,25
1,4<V2<15
1,41% = 1,9881; 1,422 = 2,0164
1,41 <V2 < 1,42

atd. Pokud dé& bude dostata¢ trpélive, miZze se dostat k hodriotl, 414213562 nebo i
presréjSi. Nag. 1,4142135629% je podle kalkulaky 1,999999999,1,4142135630% je
2,000000002.

viN s

Ze se mu jednou nepadaajit periodu. To uz bude musefiv uciteli.

Dtkaz toho, 7&/2 je iracionalnkislo, je snadny a proveditelny i néestni Skole. Jednéa
se 0 znamyitkaz sporem, kdyiedpokladame, 7¢2 je racionalngislo. V tom gipad je Ize
zapsat ve tvaru Z|0mk§I. MiZzeme navic f@dpokladat, Zze a g jsou nesoudlna (kdyby
nebyla, nizeme je vydlit jejich nejwtSim spolénym dlitelem a dostali bychom jina
nesoudlna ¢isla). Upravime rovnici:

V2q =p

2q2 — pz
Z této rovnice je iejmé, ze 2 i p?, coz plati pray tehdy, kdyz 2 di p (protoze 2 je
prvacislo). Protop = 2r, kder je girozenécislo, tedy

2q% = 4r?

Material byl zpracovan v ramci projektu "Systém@adpora trvalého profesniho rozvoje (CPD) pedadggic
pracovniki propojenim pedagogické fakulty se Skolami na Jizafaw —EDUCOLAND"

Projekt je spolufinancovan Evropskym socialnim femda statnim rozgeem CR.
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qZ — 27,.2
a to znamena, ze Zldqg?, tedy 2 dli q. To ale odporuje nasemiiypdnimu gedpokladu, Ze
p aq jsou nesoutlnacisla.

Priklad 7
Historické aproximace dkterych iracionalnickisel.

Ve Sbirce narngjSich dloh z matematiky pro 6. — 9.¢rdk (1967) niiZzeme najit
zajimavé piklady z historie, které je mozno vyuZzit na zaklagkole (nap. jako zpeseni pro
nadané Zaky):

1. Udejte v desetinnycltislech krajni hodnotyisla 1t které util italsky matematik
Leonardo Pisansky (13. stol.) vztahem

1440 1440
—<n<—

4 1
458 9 458 ©

2. Cinsti matematikové ve 2. stol. n. | &ilirhodnotu&isla Tt ze vztahu: Druha mocnina
délky kruznice se ma k druhé moachiobvoductverce té kruznici opsaného jako 5:8.
Vypocitejte hodnotwislatt

3. Pxiblizné vyjadeni hodnoty odmocniny ze dvou:

a) Heron Alexandrijsky%;

1 .
3:4-34'

b) Indicti matematikovél + % + i —
c) Herbert v 10. st%.

Cim se lii piblizné hodnoty a, b, ¢ od vysledku udavaného ultedrh?
4. Pxiblizné vyjadeni druhé odmocniny zé't
26, 97
15’ 56

362 1351 265
b) Archlmedes— —>V3>=
09’ 780 153"

a) Heron:—

Zjistéte presnost fibliznych vyjadeni porovnanim s hodnotami v tabulkach.

[1. 3,141056 < 7 < 3,142732; 2. V10; 3. a) 1,4; b) 1,4142157; c) 1,416; 4. a) 1,73;
1,732147857; b) 1,73205 > V3 > 1,73202]

Jak pocita kalkulacka

Na modernich &deckych kalkulékdch méme symboly pro iracionaltisla a neni proto
potreba zaokrouhlovat. Pokud bychom si mysleli, Zeadkeukatka obtZzuje pamatovat si dané

Material byl zpracovan v ramci projektu "Systém@adpora trvalého profesniho rozvoje (CPD) pedadggic
pracovniki propojenim pedagogické fakulty se Skolami na Jizafaw —EDUCOLAND"

Projekt je spolufinancovan Evropskym socialnim femda statnim rozgeem CR.
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¢islo na podstatnvice mist, nez se objevi na displeji, byli bychpfilis velci idealisté. O
iracionalnimc¢isle neniize byt samazjme¢ aniiec. To zmiuji proto, Ze ®kteti Zaci podléhaji
piedsta¥, Ze kalkulgka pracuje opravdu napscislemrt Zadame-li na &decké kalkuléce
T, VYSisli se3,141592654. Zadame-li ,Ans-3,141592654", je vysledek—4,1-10719,

Starsi kalkul&ky dokonce porrné nedostaténé zaokrouhlovaly i nedesetinné zlomky.
Mohli jsme se setkat n&ps vyp@tem

1
3 6 = 0,3333333 -6 = 1,9999998.

Dnes bychom tuto jemenu“ ¢isla 2 mohli provést na kalkwkéch rekterych mobilnich
telefoni.

Zaveér

Z uvedenych pkladi je patrné, Ze seznamovat Zaky s problematikounyehkisel je
slozity ukol. Dhkazy iracionalitycisel spadaji svoji naknosti do vysokoskolské matematiky.
AvSak pokud se studenti setkavaji s iracionalntisly az na vysoké Skole, nemajibec
vybudovanou intuitivni fedstavu pojmu iracionality aikazy Spatt vstrebavaji.

Pro zaky je velmi @lezite, aby dostali moznost o problematice diskatoVo je velky
problém v realné vyuce, zejménaasového hlediska.i®sto alesp ti Zaci, kt¢i maji o
matematiku zajem a u kterych je pra&pddobné, Ze se sni budou setkavat i ve
vysokoSkolském studiu, by gas odéasu néli seznamit s otazkou realny¢ksel.
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