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Gravitace je snad tou nejtajemnéjSi fyzikdlni interakci.Rozhodné nehraje roli Popelky,
rozhodn¢ neni popsana jedinou skalarni funkci jak tomu je v Newtonové teorii gravitace.Diky
Einsteinové¢ teorii gravitace (obecné teorii relativity) vime,ze gravitace pifimo vyZzaduje ke
svému popisu hned deset funkci, z Popelky se tak stala kralovna.V této casti tfidilného
namétu podame piistupny vyklad této teorie. Druhy pifispévek ponese nazev Observacni testy
obecné teorie relativity ,prispévek treti a posledni se bude jmenovat Aplikace obecné teorie
relativity. Tim umoznime talentovanym stfedoSkolskym zdjemciim ziskat o soudobé¢ gravitacni
fyzice serioznéjsi informace nez jsou uvadény v fadé popularnich knihach ¢i ¢lancich.

Je samoziejmé véci nazoru co vSechno by dnesSni schopny a talentovany student na stiedni
Skole o obecné teorii relativity mél védét.Nezvratnym faktem ovSem zlstava,ze je to prave
moderni fyzika,ktera je pro studenty (a nejen pro n¢) velmi pfitazliva a silné motivujici.

PRINCIP LOKALNI EKVIVALENCE

Bude-li se naptiklad v homogennim gravita¢nim poli nachdzet matematické kyvadlo nesouci
setrvatnou hmotu m a budou-li nés zajimat jeho malé kmity,pak z Newtonovych pohybovych
rovnic pro dobu kyvu T tohoto kyvadla obdrzime vztah

T=2x ML,
\ m g

kde 1 znaci délku kyvadla, g je intensita gravitatniho pole v odpovidajicim bod¢ a kde M
znaci tézkou — gravitaéni — hmotu kyvadla.

Dobu kyvu naseho kyvadla 1ze ovSem métit a druhy hmoty (latky) zavéSené na konci kyvadla
mohou byt ménény.Jednou ptijde napiiklad o dievo,jindy tfeba o méd’.

Kdyby pomér hmoty tézké a setrvacné zavisel na druhu hmoty (byl naptiklad riizny pro dievo
¢i méd) byla by riizna doba kyvu naseho kyvadla pro obé latky.Existuje tedy krasnd moznost
mefeni a t€ si byl Newton védom.I kdyz ptesnost jeho métfeni nebyla vysoka (uvadi se,ze
pomér obou hmot byl u n&ho roven jedné s presnosti kolem 107), piesnost nasledujicich
meéfeni se zvySovala a postupné do ucebnic pieslo néco jako samoziejmé,ze pomér obou hmot
je roven jedné, Ze hmota t¢zka (gravitacni) je rovna hmoté¢ setrva¢né.Experimenty z roku 1996
uvadi,Ze pomér obou hmot je roven jedné jiZ s presnosti 1072, 1

Einstein se snazil,zhruba od roku 1907, do specidlni teorie relativity zavést i gravitaci,ani on
vSak tento problém feSit nedokazal. Teprve jeho uvahy,dnes obvykle spojované terminem
Einsteiniv vytah,mu poskytly pevnou pidu pro vytvoieni nové teorie gravitace,obecné teorie
relativity(1915).Pfedstavme si vytah,ktery se v inercidlni soustavé S pohybuje napiiklad
s konstantnim zrychlenim g podél kladné osy z. A nyni si pfedstavme tentyz vytah ale
nachazejici se v homogennim gravitatnim poli o intensité g smétujici do osy —z. NapiSeme-li
pohybové Newtonovy rovnice popisujici mechanické procesy a to v obou soustavach,
zjistime,Ze jsou stejné, bude-li platit,ze hmota tézka je rovna hmoté setrvacné.Vypada to tedy
tak,jako bychom mohli vliv gravitacniho pole odstranit pfechodem k volné padajici inercidlni
soustave.



Gravitacni pole realnych téles vS§ak homogenni neni.V takovém ptipad¢ lze ptedchozi zavéry
povazovat za platné jen v malych prostorovych oblastech a v kratkych ¢asovych intervalech
takovych,ze v nich lze gravitaéni pole za homogenni povazovat.Lze tedy vyslovit tvrzeni
majici pln€ vlastnosti fyzikélniho principu: V malém okoli kazdého prostoro¢asového bodu
lze zavést lokdln¢ inercialni systém,ve kterém plati fyzikalni zdkony jako v .inercialnich
systémech specialni teorie relativity. A hovofi se o Einsteinové principu lokalni ekvivalence.
Z uvedeného je patrno,ze rovnost hmoty tézké a setrvacné je jiz dusledkem vyiceného
principu.

Kdybychom diisledek Einsteinova principu lokalni ekvivalence pievedli do matematického
jazyka zjistili bychom nésledujici fakt: Ctverec d32 intervalu mezi dvéma blizkymi
prostoro¢asovymi udalostmi majicimi soufadnice x' a x'+dx' (indexy latinské abecedy
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specialni teorie relativity kdy mizeme psat
ds? =c’dt® —dx* —dy> —dz>.

Obdrzeli bychom,Ze plati

Ve shodé s Einsteinem budeme povazovat tak zvané metrické koeficienty (funkce) gix za
veli¢iny v indexech i,k symetrické,nezavislych metrickych koeficienti bude tedy deset.

V dal§im textu pfijmeme i druhou cast Einsteinovy sumacni symboliky,budou-li se indexy
v libovolném vyrazu vyskytovat dvakrat a budou-li se nachazet v pozicich ,,nahote-dole*
znamena to,7ze se Vvtomto vyrazu sC€itd pres vSechny jejich mozné hodnoty,tj.od 0
do 3.Sumacni znaky se poté jiz nemusi psat,naptiklad tedy bude

ds® = g, (x™ dx'dx*.

V Einsteinové teorii gravitace je tudiz ,zdvérem feCeno, gravitatni pole popsano deseti
funkcemi gy (x™) zavisejicimi na prostoro¢asovych soufadnicich.O matematické obecnosti a
jinych vlastnostech metrickych koeficientii hovoftit nebudeme.

OBECNY PRINCIP RELATIVITY

Specialni princip relativity tvrdi,jak vime,ze zakony piirody musi mit stejny tvar po provedeni
Lorentzovy transformace.Ve shod¢ s Einsteinem se vSak mizeme ptat,coze je ptirodé do
souradnicovych systémi,které jsme zavedli my a do jejich pohybovych stavii ?

Einsteinova odpovéd’ na tuto sugestivni otdzku je velmi prostd:Zakony piirody musi byt
vyjadiené ve formé (ve tvaru),ktery se nezméni po provedeni transformace prostorocasovych
soufadnic  vyjadfujicich prechod k nejrizn&j§im soufadnicovym soustavam.Takovou
transformaci lze zapsat v obecném tvaru

Xr i: Xr i(xm)

a budeme piedpokladat,ze existuje i transformace inversni.



Necht S zna¢i néjakou obecnou soufadnicovou soustavu (nemusi to tedy byt soustava
inercialni) a necht’ A, B, C,  znaci soubor méfitelnych (fyzikalnich) veli¢in.Zakon ptirody
lze v S napsat jednou ¢i vice rovnicemi typu
OA OB
F A, B’_l’_k’ :0,
OX' OX

kde F je n&jaka funkce fyzikalnich veli¢in A, B,... a jejich parcidlnich derivaci.V jiné obecné
soustavé,tfeba v S’ se soufadnicemi x” najdeme v procesu méfeni jiné hodnoty fyzikalnich
veli¢in ,oznacime je jako A’, B’,... .Obecny princip relativity pozaduje,aby platilo

F =F.

Pozna¢me,ze mezi fyzikalni veli¢iny A,B,... patii i metrické koeficienty gik(xl).

Slusi se v zaveéru konstatovat,ze matematikové vypracovali mocny a obdivuhodny aparat
ktery dovoluje automaticky zajistit splnéni obecného principu relativity.Jedna se o tensorovy
pocet Tim se vSak nyni zabyvat nebudeme.

EINSTEINOVY GRAVITACNI' ROVNICE

V kazdé¢ fyzikalni teorii existuji rovnice majici charakter zcela fundamentalnich rovnic.Pokud
by néas zajimal pohyb Castice v gravitacnim poli je tfeba k fundamentdlnim rovnicim pole
nezavisle dodat stejné¢ fundamentdlni pohybové rovnice téchto Castic v tomto
poli.V Newtonové gravitaéni teorii by tak Slo o tzv.Poissonovu diferencidlni rovnici tvaru

Ap =47Gp,

kde A znaci tzv.Laplaceiiv operator, p je hustota hmoty budici gravitacni pole ¢ a G je
Newtonova gravita¢ni konstanta.K této rovnici se pak doda pohybova rovnice castice,kterou
vypisovat jisté neni tieba.Zaddme-li rozloZeni hustoty hmoty pak feSenim rovnice pole (po
pridani hrani¢nich podminek) ziskdme gravitacni potencial ¢ .Aplikaci operace gradientu na
funkci ¢ obdrzime silu,kterou gravitani pole na uvazovanou zkusebni ¢astici piisobi,tuto silu
dosadime do pravé strany Newtonovych pohybovych rovnic.Reseni téchto rovnic jiz vede
k nalezeni trajektorie této Castice.

ProtoZe gravitacni pole neni popsano jedinou funkci ale hned deseti metrickymi funkcemi
gi(x™) a protoze Newtonovy pohybové rovnice méni sviij tvar po provedeni vySe uvedené
obecné transformace soufadnic, situace se Einsteinovi siln¢ zkomplikovala.Pracoval na feSeni
prave tohoto problému ptiblizné od roku 1907 do roku 1915 !

Abychom mohli tyto rovnice pro funkce gy(x™) napsat,musime si nejdfive Fici,éim v§im se
musi rozlozeni hmoty relativisticky korektné charakterizovat.PfedevSim je to samoziejmé
hustota hmoty p ,bude to tlak ve hmoté¢, napéti ve hmoté, rychlost hmoty, hustota toku
hybnosti a hustota toku energie hmoty.Pochopit to neni vibec slozité,staci si uvédomit,ze
kazdé energii odpovida hmota a kazda hmota budi gravitacni pole.Relativisticky hmotny zdroj
je tak popsan deseti nezavislymi veli¢inami (funkcemi) které se znaéi jako Tiy(x™"),pfi¢emz je
takovyto vyraz v indexech i,k symetricky.. Relativista by tyto veli¢iny nazval symetrickym
tensorem energie a hybnosti. Podrobnosti opét nechame stranou.

Je ptirozené pozadovat aby na pravé strané hledanych fundamentalnich rovnic stal ¢len
amérny veli¢inam Ty (x™).Na levé strané bude stat vyraz dosud sice nezndmy,avsak obsahujici



nejvySe druhé parcidlni derivace metrickych koeficientd gy(x™).Ale pozor,musime si
uvédomit,ze zaddné¢ fundamentalni rovnice fyzikdlni teorie nelze odvoditlze je ,jen*
postulovat a poté ovérovat jejich platnost.

Efektivné ndm muize pomoci variaéni princip extrémalnosti akce i jiné rozvahy postupné
omezujici velmi obecny tvar levé strany hledanych rovnic.Po strastiplné cesté zjistime,ze
hledané zakladni rovnice maji tvar

Ry _%gikR +Ag; = KTy,

kde A znaci tak zvanou kosmologickou konstantu.

Deset funkci Rix a jedna funkce R (nesouci ndzev Ricciho tensor kiivosti a Ricciho kiivost)
zavisi jiz konkrétnim zplisobem na metrickych koeficientech,na jejich prvnich a druhych
parcialnich derivacich. Konkrétni tvar funk¢ni zavislosti vypisovat nebudeme.Konstanta

872G
K= e

je tak zvand Einsteinova gravitatni konstanta.Uvedend velikost Einsteinovy gravitacni
konstanty plyne z pozadavku,aby pro slaba gravitacni pole ptesla Einsteinova teorie gravitace
v Newtonovu teorii gravitace.To je konkrétnim vyjadienim principu korespondence.Piedchozi
rovnice se nazyvaji (aplnymi) Einsteinovymi rovnicemi, nebo téZ jeho gravitaénim zékonem a
spliiuji obecny princip relativity. Piedev§im uved’'me,ze jde o soustavu deseti parcialnich
diferencialnich rovnic druhého tadu a to rovnic nelinearnich.

Nebude tedy platit princip superposice,najdeme-li,naptiklad,dvé jejich feseni nebude jejich
soucet opét feSenim.Na prvni pohled je patrné,ze bude nutné mit k disposici efektivni metody
k jejich feSeni.At’ jde o feSeni exaktni ¢i o feSeni aproximativni.

Resit Einsteinovy gravitaéni rovnice znamena zadat rozlozeni hmoty (jakozto zdroje
gravitatniho pole),napsat levé strany a ziskany systém rovnic feSit.Je téméf evidentni,ze
k témto rovnicim musi byt pfiddna jedna nebo vice stavovych rovnic které konkretizuji typ
hmoty.

V zavéru poznacme,ze veliCiny Rjx konkrétné souvisi s komponentami tzv.Riemannova
tensoru ktivosti a ten jiz presn¢ popisuje zakiiveni prostorocasu.Jsou-li,
napiiklad,vS§echny komponenty Riemannova tensoru rovny nule vkazdém bodé
prostorocasu,pak je prostoro¢as plochy (nezakiiveny),je to prostoroCas specialni teorie
relativity

POHYB CASTIC V GRAVITACNIM POLI

Jak jsme poznacili vySe,k rovnicim pole musime dodat pohybové rovnice ¢astic (téles),které
se v tomto poli pohybuji.

Psét o obecné relativistickych pohybovych rovnicich je slozité 1 v serioznich u€ebnicich,je to
dano komplikaci samotné problematiky.N4s vyklad je proto znacn¢ zjednodusSeny.

V gravita¢nim poli gy necht’ se pohybuje volna zkuSebni Castice.Pokud by nas prostorocas byl
prostoro¢asem STR a v ném jsme uzivali pseudokartézkych soufadnic,byl by pohyb x'=x'(s)
nasi volné ¢astice urcen rovnicemi



Poznaéme,ze ¢astici rozumime i foton,v tomto pfipadé ovSem nemiizeme za parametr vzit ani
veli¢inu s ani vlastni ¢as,vezmeme prosté parametr jiny.

Z hlediska geometrie jde patrn€¢ o rovnici piimky.Einstein si vS§imnul toho,ze vlastnost
takovéto kiivky, extrémalnost jeji délky,mize byt skvéle vyuzita kfeSeni nalezeni
pohybovych rovnic pro volnou testovaci castici nachdzejici se v gravitatnim
poli.V diferencidlni geometrii se obecné kiivky majici extrémalni vlastnosti své ,,délky*
nazyvaji geodetikami.Od predchozi rovnice se 1iSi tim,ze se na levou stranu pfida jesté¢ jeden
¢len.Ten obsahuje prvni derivace metrického tensoru,v inercidlnich systémech v béznych
(pseudokartézkych) soutadnicich vymizi.Rovnice geodetiky jsou pohybovymi rovnicemi
hmotného bodu pohybujiciho se v gravitaénim poli gi.

Jde-li o obecné relativistické pohybové rovnice v pfipadé,ze hmota je rozloZena
spojité,situace vyzaduje slozit¢jsi tvahy.Takovou hmotu,jak uz vime,popiSeme deseti
funkcemi Tjx ,symetrickym tensorem energie a hybnosti.Ze STR vime,ze pohybové rovnice
této hmoty maji tvar

ik
il =T*, =0.
ox"
Carkou jsme vyjadfili parcialni derivaci podle konkrétni soufadnice.

To jsou Ctyfi rovnice,posledni tfi vyjadfuji vlastni tfi pohybové rovnice a rovnice prvni je
rovnici zakona zachovani hmoty.Uvedené rovnice nespliuji obecny princip relativity a aby
tomu tak bylo,musime zobecnit na zakfivené prostorocasy pojem parcidlni derivace.Jde
to.Vytvoii se pojem kovariantni derivace.Neni to nic tak slozitého,k parcidlnim derivacim se
prosté piidaji dva cleny,oba jsou vytvotfeny derivacemi metrickych koeficientti.Misto
vyznaCeni carkou pro parciadlni derivaci se vyznaci stfednikem takze takovd obecné
relativisticka pohybova rovnice ma tvar

T ik;k = 0

Mizete si fici,ze jsme se ktéto rovnici dostali dosti slozitou cestou.Bylo to ale
zamérné,abychom si mohli vychutnat ten dalsi podstatny rozdil.Kdyz se totiz zadivdme na
levou stranu Einsteinovych gravitacnich rovnic z matematického hlediska,zjistime,ze
kovariantni derivace levé strany je rovna nule identicky, musi tudiz byt rovna nule i
kovariantni derivace pravé strany,tj.musi platit pfedchozi rovnice!

To je ona dal$i a podstatnd novinka.V OTR tedy nepiiddvame k pohybovym rovnicim pole
zvlast pohybové rovnice hmoty,ktera toto pole budi.Prof.Wheeler to krasn¢ formuluje
tvrzenim,ze hmota fiké prostoru jak se mé zakiivovat a prostor fikd hmot¢ jak se v ném ma
pohybovat!

LINEARNI PRIBLIZENI

O slabém gravitatnim poli jsme se zminili,ale jen velmi letmo.Vzhledem k diileZitosti
vysledného obecného tvaru Einsteinovych gravitacnich rovnic v tak zvané linearni aproximaci
je potieba se touto aproximaci alespon trochu zabyvat.



Vyjdeme z ptedpokladu,ze v prostoroCasu existuje metrika,ktera je blizkd Minkowského
metrice M, zndmé ze specialni teorie relativity a Ze tedy mizeme psat

ik = Nik + hix(x™), \ hix \ << 1.

Budeme predpokladat, ze nejenom vSechny veli¢iny hj jsou malé ve srovnani s jednickou,ale
v linedrni aproximaci budeme za malé povazovat také linearni ¢leny v derivacich.Pro
jednoduchost polozime kosmologickou konstantu rovnou nule, jeji hodnota je vskutku dnes
nepatrna. V kosmologii je ovSem velmi dilezitd.My se k ni proto,ve druhém a ve tfetim
prispévku této série vratime.

Napsat linearizované Einsteinovy gravitaéni rovnice vyZzaduje ne tézky ale zdlouhavy
vypocet. Pujde-li nam o linearizované Einsteinovy gravitacni rovnice v oblastech,kde
je,ptivede zminény vypocet k jejich kouzelnému tvaru

1 8°h,
Ahy ———<=0.
“oer ot

a to je jiz z elektrodynamiky znama vinova rovnice.Nase slabé gravitacni pole se tedy ,obecné
feCeno,muiize §ifit ve tvaru gravita¢nich vin !

To je problematika zcela dnesni,experimentalné a teoreticky nesmirn¢ zavazna a slozita.My se
k ni proto,samoziejme,musime vratit a vratime se.

SCHWARZSCHILDOVO RESENI

Kazdé exaktni feSeni Einsteinovych gravitacnich rovnic ma sviij specificky ptivab i dtlezitost.
Takova feSeni v sob¢ totiz obsahuji samu podstatu nelinearnosti této teorie.A nelinearnost
fundamentéalnich rovnic je,kromé jin¢ho,i velmi dilezitou jak ve vztahu k testovani,tak
v aplikacich.A to nemluvim o hlub$im chapani podstaty samotné teorie.

Kazdy fyzik vi,ze k GspéSnému hledani exaktnich feSeni v konkrétni fyzikdlni teorii lezi
uvodni uziti ptedpokladu o symetrii tlohy.Velmi jednoduchou symetrii je jist¢ symetrie
rovinnd ¢i symetrie sférickd.My si v§imneme nyni (stru¢né a orienta¢n¢) nalezeni exaktniho a
sféricky symetrického teSeni Einsteinovych gravitacnich rovnic a to vné svého sféricky
symetrického zdroje.Mluvi se o sféricky symetrickém exaktnim vakuovém feSeni
Einsteinovych gravitacnich rovnic.

Zaved’'me prostorové sférické souradnice r,¢ ,¢ a ozna¢me x’=ct, x'=r, x’=9, x3=(p).
Pozadavek sférické symetrie vede k moznému startovacimu tvaru pro interval

ds® =e’c’dt’ —e*dr® —r>(d.9* +sin’ 9dp? )

Funkce v(r,t) a A(r,t) jsou zatim neurCené.Polozme,jak jsme ftekli,pro jednoduchost
kosmologickou konstantu A polozime rovnu nule a budiz Ty = 0.Zdlouhavy vypocet —ale
velmi rychly,svéfime-li jej pocitaci,ndm ukaze,ze nezavislé Einsteinovy gravitaéni rovnice
maji tvar

Vv 1 1
e L= |- =0,
(r rzj r?



kde tecka znac¢i derivaci podle Casu a Carka derivaci podle r.Po jisté Upravé lze ukazat,ze
feSeni téchto rovnic lze psat ve tvaru

et =e" = (1+9),
.

kde C je integracni konstanta.Konstanta se ur¢i z pozadavku,aby gravitacni pole daleko
od svého zdroje vedlo k Newtonovu gravitatnimu zékonu.Vyjde,ze

2GM

cr

C=-

Vysledny tvar hledaného feSeni Einsteinovych gravita¢nich rovnic tedy je

2GM dr?
ds? = [1_ - chdt2 - — rz(dlg2 +sin’ 9dq)2)
c‘R I—ZGM

c’r

Vakuové gravitatni pole buzené nasi sféricky symetrickou hmotou je tudiz pln€ urceno
veli¢inami

c’r
Tomuto exaktnimu feSeni Einsteinovych gravitatnich rovnic se fikd (vné&jsi)
Schwarzschildovo feSeni, pochdzi z roku 1916 a hraje velmi vyzna¢nou roli.
Na jednom a jediném piipad¢ jsme demonstrovali ten nejjednodussi a ptimocary postup
hledani a nalezeni exaktniho feSeni Einsteinovych gravitac¢nich rovnic.V nasledujicich dvou
castech nasi trilogie se postuplim hledani potiebnych feSeni jiz nebudeme piimo vénovat,
vyjdeme z komentafi tykajicich se toho ¢i onoho exaktniho feSeni a poté je jiz budeme pfimo
rozebirat a aplikovat.
Druha &ast nasi trilogie se bude,jak jsme uvedli v Uvodu, zabyvat observaénimi testy Obecné
teorie relativity, tedy problematikou lezici ve stfedu velkého z4jmu zdaleka ne jen fyziki

2GM _ )
Joo :(1_ } 9, = go&’ 0, = re, 05 = r’sin’ 9.
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