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V historii geometrie se nachazi Siroké spektrum zajimavych a dnes ¢asto opomijenych
témat. Vhodné zvolené netradi¢ni tilohy umoznuji procvicit a upevnit ziskané znalosti,
podporuji kreativni mysleni zakt a v neposledni fadé mohou nepochybné svym historic-
kym pozadim zvySovat jejich motivaci. Navic se ndm dnes nabizi moznost zpracovavat
tato témata netradicnimi metodami — a to pomoci pocitace.

V prispévku ukdzeme nékolik zajimavych tloh s historickym pozadim, které se tykaji
kuzelosecek a nékterych dalsich algebraickych kiivek. Vybrané tlohy umoznuji procvicit
celou fadu poznatki ze stfedoskolské geometrie a zejména ukéazat jejich vzajemné sou-
vislosti. VSechny tlohy jsou feSeny s vyuzitim vyukového software pro geometrii CABRI
GEOMETRE II (déle jen Cabri), coz ptinasi dalsi vyhody, ale jeho pouziti k FeSeni tiloh
neni podminkou.?

Kuzelosecky

Objeveni kuzelosecek s nejvétsi pravdépodobnosti souviselo s tzv. problémem zdvojeni
krychle. K tomuto problému se vazi nejriiznéjsi legendy.? V dnesni terminologii bychom
ulohu o zdvojeni krychle formulovali nasledovné: Pro danou krychli o hrané délky a je
tfeba najit krychli (pfesnéji feceno délku jeji hrany), kterd bude mit dvojnasobny objem,
tj. hledame x splnujici

2? = 2a°. (1)

Pripomenme, ze ve starovéku neexistovala zadna algebraickd symbolika a vyfesit tuto
ulohu znamenalo vyTtesit ji euklidovsky, tj. ,,pomoci kruzitka a pravitka® — pfesnéji feceno
geometrickou konstrukei, ve které je uzito jen kone¢ného poétu pifmek a kruznic.?

Informace o  programu  CABRI GEOMETRE I je mozno najit napf. na
http://www.pf.jcu.cz/cabri/. Na této adrese je mozno nalézt také demoverzi a ceské prostfedi
pro Cabri (vSe je volné ke stazeni).

2Napi. Jedna z nékolika legend spojovala tuto ulohu s Feckou véstkyni Pythis, kterd Zddala, aby byl na
usmitent bohi postaven na ostrové Délos, kde vypukla epidemie, oltar, ktery by byl opét krychlovy, ale
mél by dvojndsobny objem pivodniho oltdre. [8, str. 105], podobnd verze viz napf. [4, str. 71].

3Dnes vime, ze pozadovanou konstrukei je tloha o zdvojeni krychle nefesitelna. Nefesitelnost problému
zdvojeni krychle i nékterych dalsich starovékych tloh euklidovskou konstrukei byla dokazana v 19. stoleti.
V literatufe jsou tyto otdzky podrobné vylozeny (viz napf. [7]).



Priblizné v 5. stoleti pfed Kr. Hippocrates z Chiu redukoval problém zdvojeni krychle
na problém nalezeni dvou stfednich geometrickych timérnych.* V dnesni terminologii
bychom jeho tvahu vyjadfili ptiblizné takto: Necht a je hrana krychle. Je tfeba najit
x, y tak, aby platilo

a:r=x:y=y:2a, (2)
tj. aby platily kterékoliv dvé z nasledujicich rovnic
22 =ay, y* = 2azx, ry = 2. (3)

Vylou¢enim y obdrzime 23 = 2a?, tedy x je hrana hledané krychle.

Jako prvni nalezl feSeni Menaichmos (cca 380-320 pied Kr.). Ukazal, Ze prisecik dvou
parabol, popt. prisecik paraboly s rovnoosou hyperbolou, dava oc¢ekavané hodnoty x, v,
a tedy Tesi problém zdvojeni krychle. Neni piesné znamo, jak tyto k¥ivky Menaichmos
sestrojil. Jednotlivé body téchto kiivek lze sestrojit euklidovsky, ale kompletné je zkon-
struovat euklidovsky nemitizeme.

Nejvyznamnéjsi spis o kuzeloseckach Konika (KuZelosecky) pochazi od Apollonia z Pergy
(260 - 180 pied Kr.). Kuzelosecky jsou zde vylozeny jako fezy na kuzeli zptsobem, ktery
se v podstaté nelisi od dnesniho. Spis sestaval z osmi knih, z nichz prvni ¢tyti se dochovaly
v Tectiné, dalsi tTi v arabském prekladu a posledni byla ztracena. Zejména knihy pata az
sedma jsou velmi originalni, zahrnuji dokonce diskuzi evolut kuzelosecek a jiné zajimavé
vlastnosti. Témér dva tisice let nebylo Apolloniovo dilo pfekonéno.

O tom, jak prisli Rekové na to, ze k¥ivky, objevené pii feseni problému zdvojeni
krychle, 1ze obdrzet jako fezy na kuzeli, mizeme dnes jen spekulovat.

Popisme stru¢né Menaichmovu myslenku a ukazme, jak vyuzil stiedni geometrickou
umérnou k nalezeni kuzelosecek. Uvazujme v roviné dvé vzajemné kolmé piimky p,q.
Jejich prisec¢ik ozna¢me S (obr. 1). Déle uvazujme veli¢inu a = |SA|. Necht 2a = |SB],
A € p, B € q. Uvazujme bod () pohybujici se z bodu S ve sméru opacném k — SB.
K tomuto bodu @ existuje pravé jediny bod T tak, ze <AQT je pravy, a pravé jediny
obdélnik SQUT'. Z podobnosti trojuhelniki ASQ a QST obdrzime

54| _|SQ
1SQ |ST|’
a odtud
1SQI* = |ST| - |SAJ. (4)

4Obecné problém nalezeni dvou stiednich geometrickjch timérnjch zna¢i nalézt ke dvéma danym
veli¢indm a, b veli¢iny z, y tak, aby platiloa:x=x:y =1y :0.



Obdobnou uvahu provedeme pro bod P pohybujici se po piimce p (obr. 1). Potom
|SP|* = |SR|-|SB]. ()

Odtud plyne, ze pohybuje-li se bod () po primce ¢ a bod P po pfimce p, pak se body U
a V pohybuji po parabolach (4), (5).

Uzitim vyukového software Cabri jsme zkonstruovali dynamicky obrazek, na kterém
1ze sledovat, jak vrcholy U a V' jednotlivych obdélniki vykresluji pfi pohybu bodd P a @)
paraboly. V soufadném systému (S, x,y), x ~ q, y ~ p, oznacme U = [uy, us|, V = [v1, v].
Pak mutzeme uzit pro trojuhelniky T'AQ), BRP Euklidovu vétu o vysce a vyjadrit rovnice
parabol (4), (5) jako

ui = a - us, vs = 2a - v;. (6)
Prisecik parabol ozna¢me X = [z, y]. Potom (obr. 2)
2 =a-vy, tj. y*=2a-x. (7)

Snadno lze ukézat, Ze bod X se pohybuje také po hyperbole s asymptotami p, g.

Odtud plyne, Ze jsou splnény podminky (3) a uvedenym postupem mutzeme ke kazdé
veli¢iné a najit veli¢iny x,y tak, aby platily vztahy (2). Uvedené konstrukce ovSem neni
euklidovska.

Na prezentované tloze lze procvicit podobnost trojihelnikd, Euklidovu vétu o vysce,
rovnice paraboly apod. Uloha také umoziiuje zaky motivovat kratkym historickym vypra-
vénim.

Bernoulliho lemniskata

Necht F' a G jsou dva pevné dané body v roviné. Mnozina bodi X v roviné takovych, ze
soucin vzdéalenosti |[FX| a |GX| je konstantni a roven k2, tj.

|FX]-|GX] =k, (8)

se nazyva Cassiniho ovdl®

Oznac¢me vzdalenost mezi body F' a G (ohnisky) 2¢. Odvodit implicitni vyjadfeni rov-
nice (8) v pravouhlé soufadné soustavé (S, z,y) mizeme vyuzit jako cviceni pro studenty.
Oznacme |F'S| = c = |GS|, F[—c,0], G]c,0]. Potom lze vztah (8) pfepsat v souradnicovém
vyjadreni jako

V@+e2+y? V(-0 +y? =k (9)

SKiivka se nazjva Cassiniho ovdl po francouzském astronomovi italského pfivodu GIOVANNIM Do-
MENICU CASSINIM (1625-1712). Cassini ji popsal roku 1680. Vice o Cassiniho ovalech viz napft. [2]).
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Upravami obdrzime z (9) zndmé vyjadieni Cassiniho ovéli
(2 +y*)? + 22y —2®) +ct — kP =0. (10)

My se budeme zabyvat pouze specidlnim piipadem, kdy k£ = c¢. K¥ivka o rovnici
(@ +y°)* +2c%(y* — %) = 0 (11)

se nazyva Bernoulliho lemniskdta.b

Geometrické vlastnosti Bernoulliho lemniskaty jsou dalsim vhodnym namétem pro
cviceni podporované pocitacem, pii kterém lze soucasné procvicit tpravy algebraickych
vyrazl, derivovani, prace se soufadnym systémem apod. Napi. ji lze vygenerovat jako
obalku kruznic, které maji stfed na rovnoosé hyperbole a prochazeji stfedem sourad-
ného systému, ktery koresponduje se stifedem hyperboly (viz obrazek 3). Vytvorit obalku
téchto kruznic pomoci Cabri je pomérné snadné (viz obréazek 4), zkusme vSak ovéfit také
vypoctem, Ze se skutecné jedna o kfivku o rovnici (11).

SPojmenovana po JACOBU BERNOULLIM (1654-1705), bratrovi neméné proslulého matematika Jo-
hanna Bernoulliho. Jacob Bernoulli ji popsal nezavisle na Cassinim v roce 1694 a pojmenoval ji ,lem-
niscus“. Nazev pochazi z feckého slova Anuriokos — stuha, masle. Jacob Bernoulli uvefejnil sviij objev
v Acta Eruditorum v zari 1694. Prekvapivé je, Ze o souvislosti Cassiniho ovalu a Bernoulliho lemniskaty
nevédéli matematikové jesté vice nez sto let, ackoliv zejména lemniskétou se fada z nich zabyvala (viz [6,
str. 215]).



Uvazujme pravouhlou soufadnou soustavu (S, z, y). Rovnice kruznice se stiedem O =
[m,n] a polomérem r bude tvaru

(x —m)* + (y —n)*=r> (12)

Stredy téchto kruznic musi lezet na rovnoosé hyperbole

1'2 y2
S-L=n (13)

tj. 7> = m?® + n? (viz obrazek 3) a musi byt splnéna podminka m? — n? = ¢?. Odtud a
z 12 obdrzime rovnici soustavy kfivek ve tvaru F'(z,y, m) = 0, kde m je parametr a

F(z,y,m) = (¢ +y°)? — dma(a® + y?) + 4m?(2® — y*) + 4y%a® .
Obalku této soustavy kiivek ziskame, jestlize se nam podaii ze soustavy
F(z,y,m) =0, (14)

B
Ja =
. (z,y,m) =0

vylou¢it parametr m. Soustava rovnic (14) bude v nasem pfipadé tvaru

(2® +9)? — dma(2® + y*) + 4m*(2® — y°) + 4y%a® = 0,
—4x(2? +y?) + 8m(2® — y*) = 0. (15)

Odtud vylou¢ime m a obdrzime rovnici
(22 + y*)* + 4a®(y* — 2%) =0, (16)

coz odpovida rovnici Bernoulliho lemniskaty. Srovnanim rovnice (16) s rovnici (11) zis-
kame vztah mezi délkou poloosy hyperboly a a vzdalenosti ohniska lemniskaty od stfedu

C
c:\/ﬁa.

Nyni je ziejmé, ze ohniska rovnoosé hyperboly i ohniska lemniskaty jsou tytéz body F' a
G.

Dalsi tlohy z analytické geometrie, o obalkach kiivek apod. (véetné popisu jejich zpra-
covani v Cabri) lze najit v sérii ¢lankt vychazejicich v ¢asopise U¢itel matematiky [3].
Omezeny rozsah tohoto prispévku bohuzel nedovoluje podrobnéjsi rozvedeni této proble-
matiky.
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