GEOMETRIE A POCITAC

LENKA LOMTATIDZE

Pocitace dnes v praxi nahradily ndro¢né ruc¢ni rysovani, to je nepiehlédnutelnym
faktem. Je dobfe, Ze se postupné tomuto trendu pfizpusobuje i vyuka geomet-
rie. Nejsem zastancem toho, aby pocita¢ vymytil konstruovani zakladnich tloh
na papife ¢i dokonce ,rucni“ vytvareni nacrtki, obdobné jako neni Zadouci,
aby zaci pouzivali kalkulacky pro malou nasobilku. Pocitace nam vSak mohou
pomoci vyuku mnoha predmétt zefektivnit. V geometrii se jednd piedevsim
o usnadnéni rutinni prace pri nékterych konstrukcich ¢i vypoctech, snadnéjsi
zvladnuti partii naroénych na predstavivost a pfesnost rysovani. Vice na toto
téma viz napf. [1], [2].

Tento prispévek ukazuje nékteré z moznosti, jak zaclenit pocita¢ do vyuky ge-
ometrie. Je urcen nejen ucitelim matematiky, ale i uciteltim, ktefi hledaji in-
spiraci pro hodiny vypocetni techniky. K praci je zapotiebi vyukovy program
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spolu s dal$imi informacemi o programu lze najit napf. na
http://www.math.muni.cz/"mlc/geom/cabri.html.!

Program se ovlada obdobné jako jiné aplikace Windows, tj. pomoci roletového
menu a ikon na pracovnich listach. Predesilam vsak, Ze tento prispévek neni kur-
zem ovladani Cabri. Podle mych dosavadnich zkusenosti se studenty, je zakladni
ovladani natolik intuitivni, Ze se s nim miZe kazdy sezndmit samostatné, proto
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lze pouzit napi. kurz Cabri geometrie:
http://home.pf.jcu.cz/ vanicek/cabri/kurz/.

Program obsahuje dobrou napovédu: stiskem F1 se zobrazi v dolni ¢asti kres-
lici plochy okno, ve kterém se vypisuje popis aktivni ikony. Na ikony se budu
pri popisu odvolavat v souladu s jejich rozloZenim zleva doprava A, B1, B2,
B3, C1, C2, C3, D1, D2, E1, E2 (viz obr. 2), toto oznadeni koresponduje s
oznacenim pouzitym v uvedeném kurzu.

Kazda cast je vénovana demonstraci loh vybranych z jedné oblasti geomet-
rie. Ulohy jsou voleny tak, aby ukazaly nadstandartni moznosti poéitace, tj.
demonstruji konstrukce, které jsou ,ru¢né“ tézko proveditelné ¢i pracné, popii-
padé vyuzivaji animace a dalSich nastroji Cabri.

1Cabri Géometre II je jeden z nejdostupnéjsich a nejrozsitenéjsich vyukovych software u
nés. Spustitelnost na vSech typech Windows a intuitivni ovladani pomoci ikon, ho ¢ini snadno
pfistupnym Sirokému spektru uzivatel. (S minimélnimi rozdily bézi i pod DOSem nebo na
Mackintosh).
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Obrézek 1. Cykloidy — kfivky, které vytvori bod pevné vazany ke kruznici pii
tzv. kotéaleni kruznice po primce. Napt. pii jizdé na kole vytvori bod na povrchu
plasté (A) prostou cykloidu, bod uvnitf (B) zkracenou cykloidu a pfedstavime-li
si bod vné kola, opét pevné s timto kolem svazany, pak obdrzime prodlouzenou
cykloidu (C).



Obtiznost tloh se stuptiuje a to jak z hlediska geometrickych znalosti, tak
z hlediska naroc¢nosti pocitacového zpracovani. Od jednoduchych ptikladi do-
jdeme az ke konstrukcim takového typu, jako jsou kfivky na obr. 1. P¥i pfipraveé
uloh byly uvazovany dvé cesty, jak tento materidl vyuzit (pficemz lze samo-
zfejmé kombinovat oba zptisoby):

(1) uditel demonstruje konstrukei na poéitadi,

(2) zéci zpracovavaji tlohy sami.
Zale7i jen na vas (a na podminkach, které mate na pracovisti).

V zavéru této tvodni Casti bych rdda poznamenala, Ze na internetu lze najit
fadu dalsich materiald, jak dale vyuzivat Cabri pfi vyuce [3]. Tento pfispévek si
klade za cil, usnadnit prvni kroky tém, ktefi s poc¢itacem zacinaji nebo nemaji
k internetu staly pristup.

Vérim, ze si praci s Cabri oblibite a najdete inspiraci k feSeni mnoha dalSich
geometrickych tloh. VSechny vase dotazy a pfipominky jsou vitany na adrese
mlc@math.muni.cz.

Cast 1. Trojthelnik

Priklad 1: Je dan libovolny trojihelnik ABC. Sestrojte kruzZnici k
jemu opsanou a kruznici [ jemu vepsanou.

Vytvoite trojihelnik ABC pomoci Trojihelnik (v nabidce pod ikonou B2, kom-
pletni nabidka se ukdze, pokud pfidrzime stlac¢enou my$ na ikoné).

Osu strany AB sestrojte pomoci konstrukce Osa usecky (C1) tak, Ze ukdzete
na tuto stranu mysi; obdobné osy stran BC, AC. Spole¢ny bod os oznacte O.

Pohybujte vrcholy A, B, C po nakresné (A). Pozorujte polohu prusec¢iku os
v zavislosti na typu trojihelnika.

Sestrojte kruznici k se stfedem v bodé O prochézejici vrcholem A. Modifi-
kujte trojuhelnik pfemistovdnim vrchold po nékresné a presvédcte se, Ze kruz-
nice k vzdy prochézi vSemi t¥emi vrcholy (D1).

Obdobnym zptsobem sestrojte kruznici [ trojihelniku vepsanou. Pro kon-
strukci os ahlt pouzijte ptikaz Osa thlu, jejich prisecik oznacte P. (Pii kon-
strukei kruznice vepsané je tfeba najit presné jeji polomér!)
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Obrazek 2. Rozlozeni ikon v Cabri Géometre II s klicem, pomoci néhoz je na né
v textu odkazovano.




Obrazek 3. Piiklad 1.

Opét trojihelnik modifikujte.

Dalsi otazky pro zéky: Kdy bude bod P totozny s bodem O7 Sestrojte téznice
body O, P, T?

Sestrojte kruznici g, ktera prochazi body O, P, T, modifikujte vrcholy troja-
helnika a sledujte polohu téchto budt vzhledem ke kruznici gq. Diskutujte pripad,
kdy vSechny tii body splynou.

Priklad 2: Je dan libovolny trojuhelnik ABC. Uréete jeho obvod a
obsah trojuhelnika.

Vytvofte libovolny trojihelnik a pomoci pfikazu Vzddlenost a délka (D2) zméite
jeho strany (klikneme mysi na krajni body méfené strany). Jaky je obvod troj-
thelnika? Jaky je jeho obsah?

Na prvni otdzku lze najit odpovéd dvéma zpiisoby:

(1) Uzitim stejného piikazu — Vzddlenost a délka (D2), ale kliknutim na troj-
thelnik, dostanete ihned vysledek.

(2) Volbou piikazu Vgpocty (D2) se objevi okno s kalkulackou, kde lze strany
secist. Kalkulacka se ovlada mysi. Délky stran neni tifeba opisovat, lze je
vlozit primo — kliknutim mysi na patfi¢né cislo na kreslici plose. Vysledek
muzeme opét mysi vytahnout z kalkulacky na obrazovku.

Pro vypocet obsahu uzijte ptikaz Obsah (D2). Druha moZnost je uzit pro vypocet
obsahu kalkulacku — analogicky jako pro vypocet obvodu.

Vyzkousejte oba zptisoby. Zaky nechte nejdiive najit vlastni zptisob, potom
feSeni diskutujte.



Modifikujte trojuhelnik a sledujte, jak se budou chovat naméfené a spoci-
tané hodnoty.

V zavéru prvni éasti (Piiklad 3) se sezndmite s jednim velmi uZziteénym na-
strojem Cabri, a sice naucite se definovat vlastni makrokonstrukce. Obdobné
jako obsahuje Cabri konstrukce Kolmice, Osa ihlu atd., miZete si nadefinovat
makro pro libovolnou vlastni konstrukci, kterou opakované pouzivate.

Priklad 3: Vytvoite makrokonstrukci TéZiste, tj. pridejte mezi na-
stroje Cabri novou funkci, ktera po kliknuti na trojihelnik zobrazi
bod, ktery je jeho tézistém.

Nejdiive sestrojte libovolny trojahelnik — Trojuhelnik (B2), potom stiedy jeho
stran — Stred (C1) — a spojnice téchto stiedfi s vrcholy trojihelnika — Usecka
(B2). Sestrojte tézisté — Praseciky (B1).

Nyni tuto konstrukci pridate do nastroji Cabri. Vstupnim objektem kon-
strukce je trojihelnik, tj. aktivujete ikonu Vstupnd objekty (C3) a kliknete mysi
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ndpovéda (C3), objevi se dialogové okno pro definici nové konstrukce. Do prv-
niho okna napiSete jméno konstrukce, které se bude objevovat na pracovni list€,
okno Ndpovéda, tam zapiSete text, ktery se bude objevovat v okné s napovédou,
napt. Vyber libovolny trojuhelnik. Potvrdite OK.

Nyni se po pridrzeni mySi na ikoné C3 objevi roleta, ze které bude mozno
zvolit konstrukci Teziste.

Sestrojte nékolik trojuhelniki a vyzkousejte na nich konstrukci téziste.
Dalsi otazky pro zéky: Co se stane, kdyz pouzijete konstrukci TéZisté na troja-
helnik sestrojeny pomoci t¥{ tsecek (nikoliv uzitim Trojihelnik)?

Mvey

Vytvorte obecnéjsi makro pro tézisté trojuhelnika, tj. makro jehoz vystu-
pem bude té€zisté trojuhelnika nezavisle na tom, jak byl trojuhelnik vytvofen
(ndpovéda: vstupnimi objekty takového makra musi byt tfi body — vrcholy troj-

thelnika).

Cast 2. Nejen analytickd geometrie

V piikladech 1 — 3 (uvedenych v prvni ¢asti) slouzilo Cabri pouze jako jakési
,chytré” pravitko a kruzitko. I kdyz byla prezentovana fada vyhod spocivajicich
v modifikaci konstrukci, odstranéni pojmu nepfesnost rysovani atd., ukazali jsme
zatim jen malou ¢ast vSech moznosti, které Cabri nabizi. V této ¢asti bude
ukézano, jak v Cabri pracovat se systémem soufadnic.



Propojeni tloh rovinné analytické geometrie se znazornénim odpovidajicich
geometrickych objektti povazuji za velice dilezité. Predchézime tim tomu, aby
zaci ,bezduse“ pocitali s rovnicemi, aniz by za nimi vidéli patfiény geometricky
vyznam. To 1ze pochopitelné zvladnout i nac¢rtkem na tabuli, Cabri nam vsak
davd moznost vytvorit rychlé a presné grafické reseni, které muzeme snadno
modifikovat, coz v neposledni fadé podnécuje dalsi diskuzi nad tlohami.

S néstrojem Vzddlenost a délka (D2) pro méfeni vzdalenosti ¢i délky jste se
seznamili uz v prvni ¢4sti. Také jste vyuzivali nastroj Obsah (D2) pro uréeni
obsahu (viz ptiklad 2). Pod stejnou ikonou najdete v roletovém menu mimo jiné
funkci Soutadnice a rovnice, ktera slouzi ke zjisténi souradnic bodu, popfipadé
rovnice primky, kruznice nebo kuzelosecky.

VyzkousSejte: Sestrojte kruznici k se stfedem S. Dopliite osy pomoci funkce
Zobrazit osy (E2). Aktivujte ikonu Soufadnice a rovnice (D2) a kliknéte mysi
nejdfive na kruZnici — zobrazi se rovnice kruznice, potom na bod S — zobrazi
se soutadnice bodu S. Uchopte bod S a pohybujte kruznici. Sledujte soufadnice
bodu S a rovnici kruznice. Oba tdaje se budou ménit podle aktudlni polohy
kruznice.

Oteviete si novy soubor, opét zobrazte osy a sestrojte kruznici k se stfedem
S. Nyni zobrazte libovolné dalsi osy pomoci funkce Nové osy (E2) — kliknutim
zadate stfed souradného systému a dalsi dva body urcujici po fadé osu = a osu
y. Aktivujte ikonu Soufadnice a rovnice (D2) a kliknéte mySi na kruznici. Na
rozdil od pfedchoziho pfipadu se ihned nezobrazi rovnice kruznice, protoze jesté
musite urcit, vzhledem ke které soustavé souradnic se ma rovnice vztahovat. To
ucinite kliknutim na patfi¢né osy. Nyni se zobrazi odpovidajici rovnice.

Zobrazte také rovnici kruznice vzhledem k druhé soustavé soutadnic. Zob-
razte souradnice bodu S. Opét uchopte bod S a pohybujte kruznici. Sledujte
soufadnice bodu S a rovnice kruznice.

Poznamka: V menu Nastavit miuzete nastavit v jakém tvaru se budou rov-
nice zobrazovat. V dialogovém okné menu Nastavit / Nastavit prostiedi zvolte
Souradnice a rovnice a nastavte vasi volbu. Zkuste sami experimentovat také
s ostatnimi moznostmi dialogového okna Nastavit prostreds.

Zatim umite zobrazovat souradnice existujicich bodt a rovnice geometrickych
objektu. Muzete vsak i obracené vytvaret body a objekty dané souradnicemi a
rovnicemi.

Piiklad 4: Zobrazte bod A = [4,31; —2,45].

Zobrazte osy a pomoci Cisla (E1) kdekoliv na nékresné zobrazte ¢isla 4,31 a
—2,45. Na osu z naneste vzdalenost 4,31 (aktivujte Nanést délku (C1), kliknéte
na ¢islo 4,31 a pak na osu x).

Na osu y naneste vzdéalenost —2,45, piesnéji feceno vzdalenost 2,45 na za-
pornou poloosu (kliknéte mysi na ¢islo —2,45 a pak na osu y — nezdlezi na
tom, na kterou z poloos kliknete). Bodem [4,31;0] na ose x vedte rovnobézku
s osou y, obdobné bodem [0; —2,45] vedte rovnobézku s osou z. V priiseéiku



rovnobézek lezi hledany bod. Ikona Ndzvy (E1) umoziuje pfidat mu popisku A.
Zobrazte jeho souradnice a presvédcte se, Ze souhlasi s danymi ¢isly.

Vyplati se vytvorit si makrokonstrukci, kterd méa za vstupni objekty dveé
¢isla a jako vystupni objekt bod o souradnicich odpovidajicich dvéma vstupnim
¢isltim. Zkuste si tuto makrokonstrukei vytvorit pomoci Ndzev, ndpovéda (C3)
— viz priklad 3. Program ohlési, ze zadané vstupni parametry neurcuji vystupni
parametry — je totiz tfeba jako vstupni parametr zadat i souradnou soustavu
klepnutim na osu (pro p¥ipad, Ze bychom méli na nakresné vice soustav). Zvolte
tedy znovu polozku Vstupni objekty (C3). Objekty, které jste ptivodné zadali
jako vstupni, se na nakresné oznaci a stale plati, pridate jen tfeti parametr
klepnutim na osu. Ted uz miZete makrokonstrukci ulozit — v roletovém menu
pod ikonou (C3) se vase makrokonstrukce objevila jako novy nastroj. Nyni mu-
zete rychle konstruovat body zadané soufadnicemi — napiSete na nakresnu sou-
fadnice hledaného bodu a uzitim pravé vytvorené makrokonstrukce vytvorite
bod (nezapomeiite, ze vstupnim objektem nejsou jen dvé ¢isla, ale také osy!).
Vyzkousejte.

Priklad 5: Urcete pruseéiky primky p, ktera prochazi body K = [0, 1],
L = [3,4], s kruznici k se stfedem S = [1,0] a polomérem r = 2.

Nejdiive nechte zaky tlohu spocitat. K feSeni je mozno dojit vice zpusoby.
Napriklad 1ze vyjadfit rovnici kruznice k a obecnou rovnici primky p:

(x—1)% +y° =4, (1)
r—y+1=0. (2)

Tato soustava dvou rovnic o dvou neznamych ma dvé reseni

Tr1 = 1, To = —1,

y1:27 y2:0a

tj. hledané pruseciky kruznice k s pfimkou p jsou body A = [1,2], B = [-1,0].

Nyni vyfeste tlohu graficky v Cabri. Zobrazte osy a sestrojte st¥ed .S kruznice
k. Stfed je tfeba sestrojit presné, tj. napriklad nanesenim délky 1 na osu z
(viz pfiklad 4). Sestrojte kruznici k pomoci néastroje Kruznice (B3) — polomér
kruznice je opét nutno sestrojit presné, tj. naptiklad nanesenim délky 3 na osu
x (viz obr. 4). Pro kontrolu si nechte pomoci funkce Souradnice a rovnice (D2)
vypsat rovnici kruznice. Obdobné sestrojte body K, L a pfimku p (vyuZzijte
makrokonstrukce z ptikladu 4). Aktivujte ikonu Prisecéiky (B1), kliknéte na
kruznici k a pfimku p, vytvofené priseéiky oznacte A, B pomoci Nazvy (E1).
Znovu aktivujeme ikonu Souradnice a rovnice (D2) a zjistéte hledané soufadnice
prusecika.

V tloze lze dale pokracovat napi. hledanim prtseéiki kruznice k', ktera je
s danou kruznici k osové soumérna podle osy y atd. Pokud pracujete s pokro-
¢ilejsimi zaky nebo studenty ucitelstvi na VS, miizete pravé popsané nastroje
Cabri vyuzit také k lloham na transformace soufadnic v roviné.
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Obrazek 5. Priklad 6



Priklad 6: Vykreslete graf funkce y = f(x), kde

f(x) = 1,522 + 2,2z — 3,8.

Zobrazte osy, na ose x zvolte libovolné bod X = [z, 0] a zobrazte jeho soufadnice.
Aktivujte kalkulator (Vypocty (D2) — viz piiklad 2). Vypo¢téte hodnotu funkce
pro vami zvolené x (tj. dosazujte z-ovou soufadnici bodu X za x do vyrazu
1,522 + 2,22 — 3,8 tak, Ze na ni kliknete mysi, druhou mocninu poéitejte jako
soucin). Vysledek vytahnéte na ndkresnu (viz obr. 5). Kalkuldtor vypnéte a
vysledek zobrazeny na nakresné naneste na osu y — dostanete tak bod Y =
[0, f(x)]. Pomoci bodi X = [z,0] a Y = [0, f(z)] sestrojte bod G = [z, f(z)]
(viz piiklad 4) — to je jeden bod grafu hledané funkce. Nyni nechte bod G
vykreslovat stopu — aktivujte ikonu Stopu ano / ne (E1) a kliknéte na bod G,
potom zvolte Ukazovdtko (A), uchopte mysi bod X a sledujte drahu bodu G.

Graf Ize vykreslit i rovnomérnym pohybem pomoci nastroje Pohyb objektu
(E1). Aktivujte tuto ikonu, pfidrzte stladenou mys na bodé X a se stisknutym
tlacitkem mysi natdhnéte malou pruzinu, kterd se u bodu X zobrazi. Jakmile
mys$ pustite, bod se za¢ne rovnomérné pohybovat a s nim i vSechny objekty
zkonstruované v zavislosti na ném*, tj. zejména bod G. Cim del$i bude pruzina,
tim rychlejsi bude pohyb bodu. Animaci lze zastavit klavesou Esc.

Graf miizete zobrazit také pomoci nastroje MnoZina objektd (C1). V tomto
pripadé se vykresli naraz cely obraz paraboly. Kliknéte mysi nejdfive na bod G
(bod vytvérejici hledanou mnozinu bodt) a potom na bod X (bod generujici
hledanou mnozinu bodi).

Podrobnéji se ikondm Pohyb objektu (E1) a MnoZina objektd (C1) budeme vé-
novat v dalsi casti.

Cast 3. Mnoziny geometrickych objektt

V ¢asti 2 jsme zminili nastroje, pomoci kterych je mozno v Cabri Géometre efek-
tivné generovat mnoziny bodt danych vlastnosti. V této ¢asti se témto nastro-
jim budeme vénovat podrobnéji. Ukazeme si, ze s jejich pomoci lze generovat
nejen mnoziny bodi, ale i mnoziny jinych geometrickych objekt.

3.1. Mnoziny bodu danych vlastnosti

Radu geometrickych objektii lze vytvoiit jako mnozinu bodt uréitych vlastnosti.
Asi nejjednodussim pripadem je kruznice k se stfedem S a polomérem r — mno-
zina vSech bodl v roviné majicich od pevného bodu S konstantni vzdalenost
r. K vytvofeni této mnoziny bodt standardné pouzivame v geometrii kruzitko.

vvvvvv
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Priklad 7: Je dana kruZnice k se stfedem S a vné této kruZnice bod
B. Sestrojte mnozinu vsech stiredi O usecek AB, jejichz krajni bod
A lezi na kruznici k.

Nechte nejdfive studenty udélat nacrtek na papir a odhadnout, co bude tvorit
mnozina vSech stfedu usecek AB. Potom teprve pouzijte Cabri.

Pomoci ikony Kruznice B3 sestrojte kruznici k se stfedem S a vné této kruz-
nice bod B. Aktivujte ikonu Usecka B2 a sestrojte tisecku AB s krajnim bodem
A na kruznici k£ a krajnim bodem B v daném bodé B. Zvolte nastroj Stred
usecky C1 a kliknéte mysi na tsecku AB. Stied tsecky oznac¢te O. Vygenerujte
mnozinu vSech takovych stfedu O: zvolte MnoZina objektu C1, kliknéte nejdiive
na bod O, potom na bod A. pokud jste postupovali spravné, vytvorila se kruz-
nice prochézejici bodem O. Oznaéte ji m. Nyni muzete pohybovat bodem B
po kreslici plose, popf. ménit polomér kruznice k a sledovat, jak se bude ménit
vygenerovana mnozina bod.

Vykreslovani vSech stfedi usecek AB lze provést také postupné. Smazte
vygenerovanou kruznici m. Aktivujte ikonu Stopa ano/ne E1 a kliknéte mysi
na bod O. Zvolte Pohyb objektu E1, stisknéte mys u bodu A a se stla¢enou
my$si natdhnéte u bodu A malou pruzinu (viz piiklad 6). Pohyb lze zastavit
klavesou Esc. (Poznamka: Na rozdil mnoziny bodd vykreslené pomoci ikony
Mnozina objekti C1 se takto vykreslend mnozina bod nezachova pfi uloZeni a
opétovném otevieni souboru ani p¥i pohybech s kreslici plochou apod.)

Priklad 8: Je dana kruZnice h se stfedem H a uvnitf této kruznice
bod F (F # H). Sestrojte mnoZinu stfedu vSech kruZnic, které se
dotykaji kruznice h a prochazeji bodem F'.

Sestrojte kruznici h se stfedem H a uvniti této kruznice bod F'. Sestrojte stfed
jedné kruznici k, ktera prochazi bodem F' a dotyka se kruznice h v libovolném
bodé T'. Zvolte bod T na kruznici k. Stfed S hledané kruznice k£ bude lezet na
tiseéce HT a na ose tsecky F'T. Aktivujte ikonu Usecka B2 a sestrojte tsecky
HT, FT. Zvolte nastroj Stred usecky C1 a kliknéte mysi na tsecku F'T'. Sestrojte
prusecik osy usecky F'T s tiseckou HT (napf. pomoci ikony Priseciky B1) a
oznacte ho S. Sestrojte kruznici k£ se stfedem S a polomérem ST'. Vygenerujte
mnozinu vSech takovych stfedd S: zvolte Mnozina objektu C1, kliknéte nejdiive
na bod S, potom na bod T. Pokud jste postupovali spravné, byla vytvorena
elipsa s ohnisky v bodech H a F (viz obrazek 6). Pomoci nastroje MnoZina
objekti C1 lze do obrazku dokreslit také mnozinu kruznic k& — nejdiive kliknéte
my$i na kruznici, potom na bod T' (viz obrazek 7). Obdobné jako v pfedchozim
prikladé lze vykreslovani vSech stfedt S i kruznic k provést také postupné.

Zadani tulohy lze pozménit tak, Ze misto bodu F' bude dana kruznice f lezici
uvnit? kruznice h a budete hledat mnozinu vsech stfedi kruznic k£ dotykajicich
se kruznic h a f.

Poznamka: Pocet objektt, které se vykresli pfi pouZziti néstroje MnoZina ob-
jektd, muzete nastavit. V dialogovém okné Nastavit / Nastavit prostiedi zvolte
MnoZiny a nastavte vasi volbu.
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Obrézek 6. Obréazek 7.

3.2. Obalky rovinnych krivek

Budeme uvazovat jedno parametrickou soustavu kfivek v roviné a studovat jeji
obalku. Pifedpokladejme, ze kazdé kfivka v rovin€ je pro dany parametr ¢ € R
zadana rovnici

F(z,y,t) =0, (3)

kde kazd4 funkce F(x,y,t) je definovana pro vSechna (z,y) € R®> at € R
a je t¥idy C" pro dostateéné velké r (tj. existuje prvni az r-t4 derivace, kde
r je dostatecné velké). K¥ivku K, kterd se dotyka vsSech kiivek soustavy (3),
nazyvame obdlkou soustavy krivek (3).

Napt. kruznice h na obrazku 7 je obalkou vSech kruznic k, které maji stfed
na elipse. Zformulujme nyni definici preciznéji:

Krivku IC s parametrickgm vyjadienim f(t), nazgvdme obdlkou soustavy kiivek
(3), jestlize ma v bodé f(to) styk 1. Fddu s kiivkou F(x,y,to) pro vSechna tg € I.

To znamena, %e pokud vylouc¢enim parametru ¢ ze soustavy

F((E,y,t) = 07 aa_l;—‘(xvyvt) =0 (4)

obdrzime rovnici

G(z,y) =0, (5)

ktera je implicitnim vyjadienim néjaké kiivky IC, pak je tato kiivka hledanou
obalkou.?

2Podrobnéjsi teoreticky vyklad k pojmu obdlka soustavy kiivek viz napi. Doupovec, Mi-
roslav, Diferencidlni geometrie a tenzorovy pocet, Brno : PC-DIR Real, 1999 (skriptum VUT
Brno).
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Obréazek 8.

Vyzkousejte: Zobrazte osy — Zobrazit osy (E2). Aktivujte ikonu Kruznice B3
a sestrojte kruznici k se stfedem S na ose x a libovolnym polomérem r. Nyni
vygenerujte mnozinu vSech takovych kruznic o poloméru r, které maji stied na
ose x. Zvolte nastroj MnoZina objektu C1, kliknéte mysi nejdfive na kruznici a
potom na jeji stred.

Snadno vypocteme obalku soustavy kruznic konstantniho poloméru r, které
maji stied na ose x.. Vyjadiime soustavu (3). VSechny kruznice se stfedem na
ose x, tj. S = [t, 0], a polomérem r budou vyjadfeny soustavou rovnic

(x—t)*+y*—r?=0. (6)
Uréime %—f(m, y,t) = 0, tj. derivaci (6) podle ¢ obdrzime
2(x —t) =0. (7)
Z rovnic (6), (7) snadno vyloué¢ime parametr ¢ a dostdvdme dvé pfimky

y = *£r.

Nyni tuto obalku vytvofime pomoci nastroji Cabri. Zobrazte osy — Zobrazit
osy (E2). Aktivujte ikonu Kruznice B3 a sestrojte kruznici k se stfedem S na
ose z (nikoliv ovSem v poc¢atku!) a libovolnym polomérem r. Nyni vygenerujte
mnozinu vSech takovych kruznic o poloméru r, které maji stied na ose x. Zvolte
nastroj MnoZina objekti C1, kliknéte mysi nejdiive na kruznici a potom na jeji
stied (viz obrazek 8). (Casta chyba: Pokud jste p¥i zaddvani poloméru r kruznice
k zvolili jako koncovy bod poloméru ten bod kruznice, ktery lezi na ose x, bude
vygenerovana jind mnoZina kruznic, nez je pozadovano v zadani. Jaka?)

Poznamka: Z rovnic (4) ale nelze eliminovat parametr ¢ ve vSech pfipadech.
Napf. rovnice 22 + y2 —t = 0, kde ¢t > 0, pfedstavuji jedno parametrickou
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soustavu soustfednych kruznic, které evidentné nemaji obalku. Skuteéné také
prislusnd soustava (4) nemé FeSeni.

Priklad 9: Je dana kruZnice h se stfedem H = [0,0] a polomérem
s. Urcete obalku soustavy vsSech kruznic k, které maji stfed S na
kruzZnici h a konstantni polomér r < s.

Zobrazte kruznici h se stfedem H = [0, 0] a polomérem s. Sestrojte jednu kruz-

nici k se stfedem S a polomérem 7. Nyni vygenerujte mnozinu vSech takovych

kruznic o poloméru r, které maji stfed na ose x. Zvolte nastroj MnoZina objekti

C1, kliknéte mysi nejdfive na kruZnici a potom na jeji st¥ed. (viz obrazek 9)
Ve vysledném obrazku mérite polomér kruznice k a sledujte obalku.

Obaélku kruznic k£ muzete také vyjadfit rovnicemi. Ukazeme jeden z moznych
postupt feseni.
Snadno lze vyjadfit soustavu (3). Necht m4 kruZnice h parametrické vyjad-
feni
r =scost, y=ssint.

Potom vSechny kruZnice se stfedem na kruznici h a polomérem r budou vyjad-
feny soustavou rovnic

(x — scost)? 4 (y — ssint)? —r? =0, (8)
coz lze upravit na tvar
2% +y? — 2s(xcost + ysint)? + 52 — r? = 0. 9)
Derivaci (9) podle ¢ dostaneme
2s(zsint — ycost) = 0. (10)
Upravou a umocnénim rovnic (9), (10) obdrzime soustavu

(22 + % + 5% — r2)?

12 = (zcost + ysint)?, (11)
s

0 = (zsint — ysint)?. (12)

Po umocnéni levych stran a seéteni rovnic (11), (12) vylouc¢ime parametr ¢ a
dostavame
(22 +y? + 5% —rH)? = 45%(2? +3?). (13)

Zavedenim substituce 22 + y? = 2 prevedeme (13) na kvadratickou rovnici
22— 2(s* + %)z + (s> = r?)? = 0.

Jejim FeSenim obdrzime 219 = s2 + 12 £ 2rs.

;
Po dosazeni 21 » = 2%+ je ziejmé, Ze se jednd o rovnice dvou kruznic z obrazku
10

ki: 2 +y? = (s+7)% ko 2% +9% = (s — 1)
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Obrézek 9. Obréazek 10.

Poznamka: Na obrazku 10 byl pfed vygenerovianim kruZnic nastaven podet
objektt v dialogovém okné Nastavit / Nastavit prostiedi / MnoZiny z ptavod-
nich padeséti na dvacet (viz pozndmka za piikladem 8). Kruznice k1, k2 tvorici
obélku byly sestrojeny pomoci nastroji Vzddlenost a délka D2, Vipodty D2 (vy-
pocet polomért s + r, s — r), Nanést délku a délku C1 a KruZnice B3.

Priklad 10: Je dana kruZnice h se stfedem H = [0,0] a polomérem s.
Urcete obalku soustavy kruzZnic k, které maji stfed S na kruznici h a
prochazeji bodem O = [s,0].

Zobrazte osy a kruznici h se stfedem H = [0, 0] a polomérem s. Aktivujte ikonu
Pruseciky Bl a sestrojte prusec¢iky kruznice h s osou x. Pomoci nastroje Ndzvy
E1 oznacte priseéik o soufadnicich [s, 0] jako bod O. Sestrojte jednu kruznici
k se stfedem S na kruznici h prochazeji bodem O. Obdobné jako v predeslém
prikladé nyni pomoci nastroje MnoZzina objekti C1 vygenerujte mnozinu vSech
takovych kruznic k (viz obrézek 11). Srovnej s pfedeslym piikladem.

Na rozdil od piikladu 9 jsou kruznice k ,uvazany“ do pevného bodu O,
tj. polomér r kruznice k se méni v zavislosti na pohybu jejiho stiedu. Analo-
gicky jako v predchozim ptikladé uvazujme parametrické vyjadreni kruznice h
ve tvaru.

r =scost, Yy =ssint .

Potom pomoci kosinovy véty pro trojuhelnik HOS vyjadiime polomér r jako
funkci ¢
r? = 25%(1 — cost)

a vSechny kruznice se stfedem na kruznici h prochéazejici bodem O budou vyja-
dfeny soustavou rovnic

(x — scost)? + (y — ssint)? — r? = 25%(1 — cost) = 0. (14)
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Obréazek 12.

Obréazek 11.

Obdobnym postupem jako v prikladé 9 1ze obdrzet rovnici

(2 + 9 — ) — 45%[( — )> + 3] = 0. (15)

Kfivka K o rovnici (15), kterd byla vytvofena jako obalka kruznic k se na-
zyva kardioda. Kardioda patfi mezi tzv. cyklické kiivky, specidlné epicykloidy.
Epicykloidy jsou kiivky, které opisuje bod pevné spjaty s kruznici, ktera se ko-
tali po vnéjsim obvodu jiné kruznice. Aby vznikla specialné kardioda, musi mit
obé kruZnice — pevnd i kotalejici se — stejny polomér (viz obrazek 12). Cyklickym
kiivkam se budeme vénovat v ¢asti 4.

Cast 4. Cyklické k¥ivky
4.1. Cykloidy

Uvazujme v dané roviné kruznici k a bod A, ktery je s kruznici k& pevné spojen.
JestliZe se kruznice k (tzv. hybné polodie) kotali po pfimce (tzv. pevna polodie),
vytvaii bod A kiivku, kterou nazyvame

e cykloida — lezi—li bod A na kruZnici,
e zkracend cykloida — lezi—li bod A uvnitf kruZnice,

e prodlouzené cykloida — lezi-li bod A vné kruZnice.
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Obrézek 13. Obréazek 14.

Priklad 11: Je dana poloprimka p s poéatkem P a kruZnice k se stre-
dem S, ktera se dotyka poloprimky p v bodé P. Sestrojte mnozZinu
bodu, kterou vytvori bod A € k, jestlize se kruznice k kotali po po-
lopfimce p. (Uvazujte vychozi polohu bodu A jako A = P.)

Nechte nejdfive studenty udélat nacrtek na papir a odhadnout, jak bude hledana
mnozina bodu vypadat. Situaci lze studenttim pfiblizit predstavou kola jedou-
ciho po silnici a bodu na jeho plasti (viz. UM roé¢nik 10, ¢.2, str. 75, obréazek 1).
Teprve potom pouzijte Cabri.

Sestrojte polopfimku p s pocéatkem P. Uvazujte, kruznici k& odkotalenou
do bodu P’ (viz obr. 13), tj. sestrojte kruznici k se stiedem S, kterd se dotyka
polopfimky p v bodé P’ # P. (Sestrojte bod P’ € p. Zvolte Kolmice C1, kliknéte
na bod P’ a na polopfimku p. Pomoci ikony Krusnice B3 sestrojte kruznici k
se stfedem S na kolmici, polomér urcete kliknutim na P’.) Uchopte bod P’ a
pohybujte jim po polopfimce p, bude se pohybovat celd kruznice k. Vychozi
poloha kruznice je P = P’ = A. Jestlize pfi kotdleni kruznice po polopfimce
p piejde bod P do bodu P’, pak pro bod A plati: délka tisecky PP’ je rovna
délce oblouku AP’. Sestrojte takovy bod A. (Zvolte ikonu Vzddlenost a délka
D2 a kliknutim na krajni body urcéete délku tsecky PP’. Nyni zvolte Nanést
délku C1, kliknéte na ¢islo udévajici délku tsecky PP’, potom na kruznici k a
na bod P’. Odpovidajici délka se nanesla na kruznici ,,proti sméru hodinovych
rucicek®. Hledany bod A je soumérné sdruzeny s timto bodem podle osy SP’,
tj. zvolte Osovd soumérnost C2 a sestrojte bod A.)

Uchopte znovu bod P’ a pohybujte jim po polopfimce p. Kruznice k se
kotéli po polopfimce a bod A opisuje hledanou mnozinu bodi — cykloidu.
K postupnému vykreslovani cykloidy na obrazovku pouzijte Stopa ano/ne E1
(kliknéte mysi na bod A) a pohybujte bodem P’, popf. aktivujte ikonu Pohyb
objektu E1 a natdhnéte u bodu P’ pruzinku (Podrobny popis téchto nastroju
viz Piiklad 7, UM roénik 10, ¢. 4). Cykloidu lze také vykreslit uzitim néstroje
MnoZina objektu C1.

Tvar cykloidy zavisi na poloméru kruznice k. Uchopte kruznici k a zménte
jeji polomér. Sledujte zménu cykloidy — viz obrazek 14.
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Obréazek 15.

Priklad 12: Priklad 11 obmeénte tak, Ze budete hledat mnoZinu bodu,
kterou vytvori bod B leZici na primce SA, priemz B ¢ k.

Konstrukci lze provést analogicky jako v predchozim pripadé. Pokud bude bod
B lezet vné kruznice k, vykresli se pri kotaleni kruznice k£ po poloptimce p tzv.
prodlouzena cykloida. Pokud bude bod B lezet uvniti kruznice, vykresli se tzv.
zkracena cykloida — viz obréazek 15.

4.2. Epicykloidy

Uvazujme v dané roviné kruznici [ a bod A, ktery je s kruznici k£ pevné spojen.
JestliZe se kruznice k (tzv. hybna polodie) kotali po vnéjsim obvodu jiné kruznice
(tzv. pevna polodie), vytvaii bod A k¥ivku, kterou nazyvame epicykloida. Ob-
dobné jako u cykloidy lze dale rozliSovat zkracenou a prodlouzenou epicykloidu
podle polohy bodu A vzhledem ke kruznici ! (lezi-li bod A vné kruznice I, vy-
kresli se pri kotaleni kruznice [ tzv. prodlouzena epicykloida, pokud bude bod
A lezet uvniti kruznice, vykresli se tzv. zkrdcend epicykloida).

Priklad 13: Je dana kruznice k se stfedem S a polomérem r. Dale
je dana kruZnice | se stfedem L a polomérem r’ = %r, ktera se vné
dotyka kruznice k v bodé P. Sestrojte mnoZinu bodu, kterou vytvori
bod B €, jestliZe se kruznice ! kotali po kruZnici k. (Uvazujte vychozi

polohu bodu B jako B = P.)

Opét nechte nejdiive studenty udélat nacrtek na papir a odhadnout, jak bude
hledand mnozina bodu vypadat. Teprve potom pouzijte Cabri.

Sestrojte kruznici k se stfedem S. Uvazujte, kruznici [ odkotalenou do bodu
P’, tj. sestrojte nejdiive pomocnou kruznici k¥’ se stfedem S, po které se bude
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Obrézek 16. Obrazek 17.

pohybovat bod L pri kotaleni kruznice [. Déle sestrojte kruznici [ se stfedem L
a polomérem 1’ = %r, kterd se dotykd kruznice k v bodé P’ # P.

Uchopte bod L a pohybujte jim po kruznici k', bude se pohybovat cela
kruznice [. Vychozi poloha kruZznice | je P = P’ = B. Jestlize pii kotdleni
kruznice | po kruznici k prejde bod P do bodu P’, pak pro bod B plati: délka
oblouku PP’ je rovna délce oblouku BP’. Sestrojte takovy bod B. (Nejdiive je
tieba urcit délku oblouku PP’. Pomoci ikony Oblouk B3 oznacte oblouk PP’.3
Zvolte ikonu Vzddlenost a délka D2 a kliknutim na oblouk PP’ urcete jeho délku.
Nyni zvolte Nanést délku C1 a analogicky jako v ptikladé 11 naneste odpovidajici
délku na kruznici I. )

Uchopte znovu bod L a pohybujte jim po kruznici k’. Kruznice [ se kotali
po kruznici k£ a bod B opisuje hledanou mnozinu bodt — epicykloidu (viz ob-
razek 16). K postupnému vykreslovani epicykloidy na obrazovku pouzijte Stopa
ano/ne E1 (kliknéte mysi na bod B) a pohybujte bodem L, popf. aktivujte
ikonu Pohyb objektu E1).

Tvar epicykloidy zavisi na polomérech pevné a hybné polodie. Sestrojte nyni
(napt. do stejného obrazku) epicykloidu, kterou vytvoii bod A leZici na kruz-
nici I’ kotalejici se po kruznici k. Kruznice I’ ma polomér ¢ = r. Postupujte
analogicky jako v predchozim pripadé.

Vysledna kiivka (viz obrazek 17) se nazjva kardioida, tj. kardioida je spe-
cidlnim typem epicikloidy — opisuje ji bod pevné spjaty s kruznici, ktera se
kotali po vnéjsim obvodu jiné kruznice, pri¢emz musi mit obé kruznice — pevna
i kotalejici se — stejny polomeér.

3Prostiedni bod urcujici oblouk volte co mozné nejblize k bodu P.
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Obréazek 18.

4.3. Hypocykloidy

Uvazujme v dané roviné kruznici [ a bod A, ktery je s kruznici k pevné spo-
jen. Jestlize se kruznice k (tzv. hybné polodie) kotali po vnitfnim obvodu jiné
kruZnice (tzv. pevna polodie), vytvaii bod A k¥ivku, kterou nazyvame hypocy-
kloida. Obdobné jako u cykloidy a epicykloidy lze dale rozliSovat zkracenou a
prodlouzenou hypocykloidu podle polohy bodu A vzhledem ke kruznici ! (lezi-li
bod A vné kruzZnice [, vykresli se pfi kotaleni kruznice [ tzv. prodlouzené hy-
pocykloida, pokud bude bod A leZet uvniti kruZnice, vykresli se tzv. zkracena
hypocykloida).

Vyzkousejte:

Sestrojte hypocykloidu. Postupujte analogicky jako pfi konstrukci epicykloidy
(viz obréazek 18).

4.4. Historicka poznamka

Existuji domnénky, Ze cykloida byla znamé uz ve starovéku, ale s jistotou se
to nepodafilo ovétit. V knize G. Loria [5] je udéno, Ze prvni zminku o cykloidé
lze najit v knize, kterou vydal Ch. de Bouvelles v roce 1501 v Pafizi. Teprve v
roce 1599 se k cykloidé vraci G. Galilei. Velké pozornosti se pak cykloidé a od
ni ovozenym kiivkam dostalo v 17. stoleti, kdy se jimi zabyvali M. Mersenne,
G. de Roberval, bratfi Bernouliové a dalsi.
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