Rotacni setrvacnost v geometrii

JAROMIR SIMSA

Abstrakt. Clanek je podrobnym vykladem tématu, ve kterém se poji zdklady dvou
disciplin: eukleidovské geometrie a newtonovské mechaniky. Zpusobem zpracovani je
prispévek tplnym podkladem pro demonstraci mezipifedmeétové kooperace pii vyuce
matematiky a fyziky na ¢tyfletych gymnéziich.

1. Uvod

V ¢lanku [10] jste se mohli do¢ist o tom, jaké geometrické vysledky ply-
nou z fyzikalnich predstav o tézistich hmotnych soustav. Nyni ve stejném
duchu posoudime vlastnost, které fikame setrvacnost rotacniho pohybu
téles. Prvni ,naivni* predstavy o této vlastnosti ziskavame v utlém dét-
stvi (roztaceni a brzdéni kolotoce, hracky zvané jojo a kica, setrvacniky
auticek apod.). Teprve pii vyuce fyziky na stfedni Skole se tento ,pro-
jevt otacenych téles naucime kvantitativné popisovat veli¢inou zvanou
moment setrvacnosti. Pfipomeneme si to za okamzik; zaroven uvedeme
nejdiilezitsjsi pravidlo o této veli¢ing, tzv. Steinerovu® vétu. Poté se na
moment setrva¢nosti podivame matematicky jako na ¢iselnou funkci, de-
finovanou na eukleidovském prostoru, ve kterém je rozmistén konecny
pocet hmotnych bodi. Tak budeme pfipraveni k tomu, abychom tuto
funkci a jeji vlastnosti uplatnili na nékolik piikladd z elementdrni ge-
ometrie. Vyfesime tyto priklady zpusobem velice efektivnim a pritom
odlisnym od béznych geometrickych vypocti (zalozenych na podobnos-
ti, kosinové vété ¢i metodé soufadnic). Patrné s piekvapenim zjistime,
Ze Steinerova véta o momentu setrvacnosti stoji v pozadi mnohych zna-
mych geometrickych tvrzeni. Ziskame tak novy, netradi¢ni pohled na tato
tvrzeni a znovu se presvédcime, jak eukleidovskd geometrie tizce souvisi
s newtonovskou fyzikou.

1 Jacob Steiner, 1796-1863, Svycarsky matematik, profesor Berlinské univerzity. Je-
den z tvirct projektivni geometrie.



2. Setrvacnost v klasické dynamice

Vlastnost hmoty, které fikdme setrvacnost, stru¢né vyjadiujeme takto:
Teleso setrvavd v klidu nebo v rovnomérném primocarém pohybu do té
doby, dokud na neéj nezacne pusobit néjakd sila. Toto tvrzeni v sobé
skryva mnoho predpokladt a zjednoduseni, mimo jiné to, ze zanedbéa-
vame rozmeéry zkoumaného télesa, kdyz je povazujeme za hmotny bod.
Jeho pohyb se fidi Newtonovym zédkonem

dv d?r
E(t) m- W(t)v (1)

F(t)=m-a(t)=m-

zapsanym v obvyklém oznaceni (F je vektor pisobici sily, m hmotnost
zkoumaného bodu, a jeho zrychleni, v jeho rychlost, r = PA polohovy
vektor, kde bod P je misto naseho pozorovani a A je bod, jehoZ pohyb
sledujeme) s vyznacenim zavislosti na Gase t.

I kdyz je pohyb télesa tvoreného velkym poctem hmotnych boda slo-
zity, mizeme s télesem spojit mysleny bod zvany téziste, jehoz pohyb se
opét Fidi zdkonem (1). V ném pak F znadi vyslednici vSech vnéjsich sil,
které na téleso plisobi. Jsou-li m; hmotnosti jednotlivych ¢astic (bodi)

torem r podle vzorce

r= %Z miki, kde m = Zmi.

rou setrvacnosti pohybujiciho se télesa. Re¢eno jazykem basnika, jenz
prisuzuje predméttm vlastnosti zivych bytosti, téleso se brdni zménam
rychlosti imérné tomu, jak velkou mé hmotnost.

Jiny druh setrvac¢nosti pozorujeme u téles, ktera se otaceji kolem pevné
osy. Cely pribéh takového pohybu je popsan funkci ¢ = (t), kde ()
znadi velikost orientovaného thlu, ktery opsaly Castice otaceného télesa
kol osy otaceni od pocatku sledovani pohybu do ¢asového okamziku ¢
(tento thel je pro vSechny ¢astice pevného télesa stejny). Analogii pohy-
bového zakona (1) je v tomto pfipadé diferencidlni rovnice

M(t):J.g(t):J.%(t):J.%(t). 2)

V ni € znaci thlové zrychleni a w thlovou rychlost otac¢eného télesa.
Pismenem M je oznaCen soucet vSech momenti M pusobicich sil Fg
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(moment My, sily Fi je nenulovy skaldr, jen kdyz je piimka py sily Fj
mimobézna s osou otaceni; jeho velikost a znaménko tady popisovat ne-
budeme). Koneéné koeficient imérnosti J v rovnici (2) je veli¢ina, ktera
je ustfednim tématem naseho ¢lanku: jde o moment setrvacnosti daného
télesa vzhledem k dané ose. (Nékteti fyzikové pokladaji ustaleny nazev
,2moment setrvacnosti“ za neprili§ vydafeny, radéji by mluvili o ,rotac¢ni
setrvacnosti“.) Tuto veli¢inu zavedl v 18.stoleti L. Euler? pii svych vy-
poctech spojenych se zkoumanim otac¢ivych pohybu téles. Uvédomil si,
ze hodnota momentu setrvac¢nosti J je dana vzorcem

J = Zmi d? s (3)

kde m; jsou hmotnosti jednotlivych castic télesa a d; jejich vzdalenosti
od osy otaceni (obr.1). Casto se proto v ucebnicich fyziky uvadi, Ze

O
Obr. 1

moment setrvacnosti zavisi nejen na celkové hmotnosti télesa, ale i na
geometrickém rozlozeni jeho hmoty vzhledem k ose. Tak se zdiiraziuje
rozdil mezi koeficienty imérnosti m a J v obou zdkonech (1) a (2); pfi-
tom se vSak obvykle zaml¢uje skuteénost, Ze zakon (1) nepopisuje pohyb
celého télesa, ale pouze pohyb jeho tézisté, jehoz poloha na zminéném
geometrickém rozlozeni hmoty ,bytostné“ zavisi.

Ve stiedoskolskych kursech fyziky se zpravidla zdkon (2) neuvadi. Mo-

ment setrvacnosti se tam objevuje pouze v souvislosti s kinetickou ener-

2 Leonhard Euler, 1707-1783, genialni Svycarsky matematik, profesor univerzity
v Basileji, ktery pozdéji presidlil do Petrohradu. Jedna z nejvétsich postav celé
historie matematiky, jez vyznamné pfispé€la do mnoha matematickych obort.



gil E télesa rotujictho kol pevné osy konstantni tthlovou rychlosti w:

_Jw2
D)

E

Zaméifme nyni nasi pozornost na fakt, ze moment setrvacnosti J zavisi
nejen na tvaru a hmotnosti daného télesa, ale také na poloze osy otaceni.
Pii pevné zvoleném télese tak dostavame funkci J = J(0), kde o znadi
zminénou osu. Jak hned vysvétlime, vyznamné jsou ty situace, kdy osa o

uvidime, i geometricky vyznamné) Steinerovy véty
J(o) = J(0) + md?, (4)

ktera je s osou o rovnobézné; pfitom d znaci vzdalenost téchto rovnobé-
7ek a m hmotnost télesa (obr. 2).

10 o'

|

Obr. 2

Steinerovu vétu neni obtizné potvrdit exaktnim matematickym vypo-
¢tem. Lidé s dobrou fyzikalni intuici ji vSak také dokazi vysvétlit ,ava-
hou® bez vypoctu, jak je to popsdno v uéebnici [4, str.348].

Tim naSe kratka exkurze do svéta fyziky konéi. Uzavieme ji poznim-
kou, Ze podle vzorce (3) bude moZné interpretovat pomoci momentu
setrvacnosti ty geometrické situace, ve kterych vystupuji soucty druhych
mocnin vzddlenosti, obecnéji jejich linedrni kombinace opatfené ,vaho-
vymi“ koeficienty. Namisto vzdalenosti bodu trojrozmérného prostoru
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od pfimky (osy) se omezime na ,dvojrozmérnou” variantu: ptijde ndm

o soucty tvaru
Zmi . |XAZ|2 (5)

s danymi koeficienty m;, danymi body A; a proménnym bodem X né-
které roviny. (Takovy souet je momentem setrvac¢nosti (rovinné) sou-
stavy hmotnych boda A; vzhledem k ose, kterd prochézi bodem X a je
ke zminéné roviné kolma.) Nejprve vSak exaktné zavedeme piislusné po-
jmy a odvodime jejich potfebné vlastnosti pro pripad n-rozmérného eu-
kleidovského prostoru (i kdyz se dale budeme zabjvat pouze pfipadem
n = 2). Jak zjistime na piikladech, soucty (5) nalézaji uplatnéni i teh-
dy, kdy jsou nékteré koeficienty m; zaporné. Budeme proto pfripoustét,
ze ,hmotnosti“ m; bodi A; mohou takové byt, aniz bychom rozvijeli
spekulace o fyzikdlnim vyznamu zapornych hmotnosti.

3. Matematicka teorie

V prvni ¢asti tohoto oddilu zopakujeme nékteré pojmy a poznatky uve-
dené v ¢lanku [10].

Hmotny bod v n-rozmérném eukleidovském prostoru F,, je libovolna
uspofadand dvojice (m, A), kde m je realné ¢islo a A je bod prostoru E,,.
Je-li

S = {(m1, A1), (m2,Az),....(mn,AN)} (6)

libovolna koneéné soustava hmotnych bodta v E,,, nazveme bod T € E,,

N
Zmi - TA; = 0. (7)
=1

Vidime, zZe takova definice nezavisi na poradi, v jakém jsou prvky S za-
psany. Neni rovnéz nutné, aby body A; byly rtizné, coz umoznuje hmotné
body ,,$tépit“ nebo naopak ,slepovat®. Je rovnéz jasné, ze definice (7)
pro N = 2, tedy pro dvojici hmotnych bodu A a B,

TTLA-TA—i—’I’I”LB-TBZO7 (8)
je vektorovym zapisem znamého zakona paky.

Z nésledujici véty plyne, Ze kazd4 soustava (6) sestavend z bodl vy-

totiz nenulovou celkovou (budeme Fikat sumdrn?) hmotnost m:

N
mzZmi;«éO.
i=1



jeji sumdrni hmotnost m ruznd od nuly. Poloha téZisté T je pak urcena
rovnostt

N
m-PT =Y "m;-PA,
i=1

kde P je libovolné zvoleny bod prostoru E,. (Bod T pochopitelné na
volbé bodu P nezévisi.)
DUKAZ je podan v ¢lanku [10].

Pfipomenme jesté dulezity princip, podle kterého 1ze rekurentné urco-

vat tézisté libovolné konecéné soustavy hmotnych boda.

Vv

3.2. Véta. Teziste hmotné soustavy se nezmént, zameénime-li libovolnou
jeji édst (tj. podsoustavu) jednim hmotngm bodem, spljvajicim s tézistém
této podsoustavy, do nehoZ soustiedime jeji sumdrni hmotnost.

DUKAZ najdete opét v ¢lanku [10], kde je také ukdzano, Ze opakovanou
aplikaci Véty 3.2 lze dokazovat takova geometrickd tvrzeni jako napft.
Cévovu vétu.

Nyni pro libovolnou soustavu (6) definujeme jeji moment setrvacnosti
(vzhledem k bodu X) jako funkci J: E,, — R uréenou pfedpisem

N
J(X) = Zmi : |Xz4i|2 (pro kazdy bod X € E,,). (9)
i=1

3.3. Steinerova véta. Necht soustava S vypsand v (6) md nenulovou su-

vacnosti (9) lze vyjddrit ve tvaru

J(X)=J(T)+m-|XT|*> (prokazdy bod X € E,,). (10)

DUKAZ provedeme prostiedky vektorové algebry:

N N
J(X)=) m;- XA => m;- (XT + TA;)* =
i=1

i=1

N N N
=Y "mi - XT? +2XT- (Zmi-TAi) +Y m - TAY =
=1 =1

i=1

=m-XT?+2XT-0+ J(T).



Tim je cely dikaz hotov. Pro zajimavost dodejme, Ze dokazany vzo-
rec (10) pfipomind zndmé vyjadieni

) =1(-g5) +ale+ 7).

a

libovolné kvadratické funkce f(x) = az?+bx+c se skalarni proménnou .
Ze Steinerovy véty okamzité plyne nasledujici

3.4. Dusledek. Necht sumdrni hmotnost m dané soustavy S je riznd
od nuly. Pak jeji tézisté T je bodem ostrého globdlniho extrému jejiho
momentu setrvacnosti J (v pfipadé m > 0 jde o minimum, v pFipadé
m < 0 o mazimum).> Navic pro libovolné dva body X,Y € E,, rovnost
J(X) = J(Y) nastane, pravé kdyz body X a'Y maji od tézisté T stej-
nou (eukleidovskou) vzddlenost. (Geometricky to znamena, Ze vrstevnice®
momentu setrvacnosti J jsou kruznice v Ey, kulové plochy v E3 atd. se

Na zavér nasi teoretické ¢asti uvedeme jeden hlubsi dusledek Steine-
rovy véty, ktery patrné jako prvni objevil C. Jacobi®.

3.5. Jacobiuv vzorec. Necht soustava S vypsand v (6) md nenulovou
sumdrni hmotnost m a necht bod T je jeji tézisté. Hodnota jejitho mo-

mentu setrvacnosti (9) vzhledem k tézisti T je urdena vzorcem

J(T):l D> mimy - |A AP, (11)

1Si<kEN

DUkAzZ. Pro kazdé k € {1,2,..., N} podle Steinerovy véty plati rovnost

N
J(A) =Y ma - [Ai AP = J(T) +m - [T AL,

i=1
i£k

3 V prvnim pfipadé tedy J(X) > J(T), ve druhém J(X) < J(T), a to pro kazdy
bod X € Ej, ktery je ruzny od bodu T'.

4 Mnoziny bodt z defini¢niho oboru, ve kterych dana funkce nabyva téze hodnoty.

5 Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804-1851, némecky matematik, profesor univerzity
v Konigsbergu. Prace z teorie &isel, diferencialnich rovnic, variaéniho poctu. Za-
kladatel teorie eliptickych funkci. Znamy determinant zvany jakobidn se uplatnuje
pfi zaméné proménnych v nasobnych integralech.



Vynasobime-li obé strany hodnotou my, a vysledné rovnosti se¢teme pres
vSechna k, dostaneme

N N
2- Z mimk|AiAk|2:J(T)~ka+m-2mk|TAk|2:
k=1 k=1

1Si<k<N

=J(T) - m+m-J(T).
Odtud po déleni ¢islem 2m vychazi vzorec (11).

4. KruZnice v méné znamé roli

N4s prehled aplikaci predchozi teorie zahajime feSenim geometrické rov-
nice

|AX|? + |BX|? = \% (12)
V ni jsou A a B dva dané (rtizné) body v roviné g a A je danad délka;
hleddme vSechny body X € p, které rovnici (12) spliiuji. (Ur¢ité znéte
mnozinu feSeni alespon v piipadé A = |AB|. Jeji nazev je pfipomenut
v zévéru tohoto odstavce.) Zavedeme proto funkci

J(X)=|AX|*+ |BX? (pro kazdy bod X € ),

jeZz je momentem setrvac¢nosti dvojice bodu A, B o hmotnostech m 4 =

= mp = 1. Tézistém této dvojice je stfed S usecky AB. Ozna¢me d =
= |AB|. Pak ob¢ usecky SA, SB maji délku 1d, takze J(S) = 2- (%d)2 =
= %dQ. Podle Steinerovy véty plati pro kazdy bod X € o rovnost

1
J(X)=J(S)+ (ma+mp)-|SX|? = §d2 +2-|SX|2
Rovnice (12) je tudiz ekvivalentni s rovnici
1 1
§d2 +2-[SX|> =), neboli |SX|= 5\/2)\2 — d2.

Vidime, Ze rovnice (12) m4 Feseni, jen kdyz 2\? = d?; pak vsechna jeji
feSeni X vytvori kruznici o stfedu S a poloméru r daném vzorcem

r= %\/2)\2—d2



(pro r = 0 jde o degenerovanou ,kruznici“ tvofenou jedingm bodem S;
pro A = d jde o Thaletovu® kruznici nad primérem AB), viz obr. 3 pro

A=A, kde @d < A1 <d, A2 =d a A3 > d. Pro srovnani jesté dodejme,

A2

A3

Obr. 3

Ze rovnice (12) je v [6, str. 101] ,FeSena“ metodou zaloZenou na kosinové
vété, v [5, str. 34] pak metodou soufadnic.

5. Dalsi z roli kruZnice

Pri feSeni tloh z elementarni planimetrie se nékdy ptame, kde lezi body
roviny, jejichz vzdélenosti od dvou danych bodu A a B této roviny jsou
v daném poméru p > 0. Tuto otazku vystihuje rovnice

AX]: |BX| =p (13)

s neznamym bodem X. Ze zakladni skoly vime, ze pro p = 1 zaplni feSeni
rovnice (13) osu usecky AB. Budeme proto dale pfedpokladat, ze kladné
¢islo p se nerovnd 1. Upravime-li (13) do tvaru

[AX ] —p* - |BX[* =0, (13)

napadne nas ,,vzit si na pomoc* dvojici bodu A, B o hmotnostech m 4 =
=1 amp = —p?. Sumérni hmotnost 1 — p? je dle pfedpokladu o &islu
pfimce AB lze snadno uréit pomoci zadkona péky (8). (Protoze hmotnosti
bodii A, B maji opa¢na znaménka, lezi tézisté T vné tsecky AB.) Pro
prislusny moment setrvacnosti

J(X) = |AX]* —p* | BX]?

6 Thales z Milétu, asi 625-545 pf.n.l., jeden z prvnich feckych matematiki, astronom,

filosof a cestovatel. Dokézal ispésné predpovédét zatmeéni Slunce.



miuzeme uplatnit Jacobitiv vzorec

mamp - |[AB]>  (—p?)-|ABJ?

J(T) =
(T) ma+mp 1-—p2?

a pak vyuzit Steinerovu vétu:

J(X)=J(T)+ (ma+mp) - |TX|> = %

(=) ITXP
Protoze podle (13’) hleddme pravé ty body X, pro které J(X) = 0,
dostavame snadnou upravou ekvivalentni rovnici

p® - |[ABJ?

TXPE= "1
TXF =T

Z ni plyne, ze vSechny hledané body X zaplni kruznici o stfedu T a po-

loméru
_p-|AB| _ |AB|

= [ -pl

(Zlomek jsme nakonec upravili tak, aby bylo dobfe vidét, Ze hodnota
poloméru r se nezméni, zaménime-li pomér p pomérem 1/p k nému pie-
vracenym; takova zdména odpovida tomu, Ze body A a B si v rovnici (13)
vymeéni mezi sebou role, takze kazdé feseni X prejde do bodu soumérné
sdruZeného podle osy tsecky AB.) Nalezené mnoziné vSech feseni rovnice
(13) se tika Apolloniova” kruznice, viz [2, str.11], [5, str.40], [6, str. 88]
nebo [11, str. 20]. Na obr. 4 je narysovéna pro p = 2.

o

|
|
|
|
|
|
|
|
| B T
|

|

|

Obr. 4

7 Apollonius z Pergy, asi 262-200 pf.n.l., fecky matematik, fyzik a astronom. Tviirce
teorie kuzelosecek, ktera je z dnesniho hlediska prekvapivé uplna.
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Z odvozeného vzorce pro polomér r Apolloniovy kruznice plyne, Ze
r — oo prop — 1 azer — 0 v pripadech, kdy p — 0 nebo p — oco. Proto
se Casto Fik4, Ze Apolloniova kruznice pro p — 1 ,pfechazi“ v ptimku (jez
je osou usecky AB), zatimco pro p — 0 (respektive p — o) se ,stahuje“
do bodu A (respektive do bodu B).

6. Mocnost bodu ke kruznici

Obratme nyni nasi pozornost na dal$i vyznamnou vlastnost kruZnice,
kterd neni na prvni pohled patrna: Pro vSechny tétivy AB dané€ kruznice
k(S,r), které leZi na pFimkdch, jez prochdzeji dangm bodem P, je hodnota
soucinu délek dseéek PA a PB stejna (obr.5). Konkrétnéji vyjadieno:

4

P

B
Obr. 5

lezi-li zminény bod P ve vnitini (respektive vnéjsi) oblasti kruznice k,
plati

|PA|-|PB| = r?— |PS|2, respektive |PA|-|PB| = \PS|2 —r2 (14)

Jak asi vite, hodnota rozdilu |PS|? — 72 se nazyva mocnost bodu P ke
kruznici & (vice se o ni mizete doéist v [2, str. 14-21] nebo [6, str. 45-64]).

Ukazme, Ze rovnosti (14) jsou disledkem Steinerovy véty aplikované na
dvojici bodu A a B, jejichz hmotnosti jsou vybrany tak, aby dany bod P
nasel.) Necht napt. bod P lezi ve vnitini oblasti kruznice k. Oznacime-li
u = |PA| a v = |PB| (obr.6), pak bod P bude podle zdkona paky

vy
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Obr. 6

Doplnime-li k tomu ,normaliza¢ni“ podminku m4 + mp = 1 (kterd
zjednodusi zapis Steinerovy véty), stane se volba obou hmotnost{ jedno-
znacna:

v u

a mp = .
u+v u—+v

ma =
Prislusny moment setrvacnosti ma pak tvar

V[ XA + u|XBJ?

J(X) =
(x) e
odkud
2 2 2 2
J(P):w:uv a J(S):u:r%
U+ v u—+v

Dosazenim X = S do Steinerovy véty J(X) = J(P) + | X P|? dostaneme
okamzité prvni rovnost z (14). Postup pro pfipad, kdy bod P lezi ve
vnéjsi oblasti kruznice k, je zcela obdobny (jedna z hodnot m4, mp
v8ak bude kladna, druhd zédporn4).

Zamyslime-li se nad predchozim dtikazem, zjistime, Ze jeho podstatou
je fyzikalni napad: Moment setrvacnosti hmotné kruznice vzhledem k je-
Jimu stredu zdvisi na sumdrni hmotnosti kruznice, ne vsak na tom, jak je
tato hmota po kruznici rozdélena. Tvrzeni vyjadiené rovnostmi (14) je jen
velmi specidlnim pfipadem pravé zminéné situace: vSechna hmota kruz-
nice je soustfedéna do dvou bodit A a B. Matematik samoziejmé neodola
pokuseni zjistit, jakou geometrickou poucku vytézime ze situace, kdy je
hmota kruznice soustiedéna do ¢ bod, feknéme A, B a C' (obr. 7). Jak
je vysvétleno v [10], priseéik P pficek AA;, BBy a CCp trojuhelniku
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Obr. 7

v

pokud je tato hmota rozdélena takto:

|PA;] _|PBy] _|PCy|

mpg=-———, Mmp= , Mg = .
AT A4 5~ BB EERNTeToN

(15)

Aplikujeme-li pro ptislusny moment setrvacnosti
J(X)=ma- | XAP +mp - | XB?+mc - |XCP?

Jacobitiv vzorec J(P) = mamp - |AB|?> + mpmc - |BC|? + mcmay -
- |CAJ? a Steinerovu vétu J(S) = J(P) + |PS|?, dostaneme hledanou
ytFibodovou® analogii ,,dvoubodového* pravidla (14):

mamp - |AB|> + mpmc - |BC|? + mgma - |CA|*> =% — |PS|?, (16)

kde koeficienty ma, mp a m¢ jsou uréeny v (15). ZapiSme je$té nas
,objev“ (16) v jiném tvaru: podle zadkona paky plati

ma _ |BCl| a mp _ |AC1|
ma+mp |AB| ma+mp |AB|’

proto je prvni s¢itanec na levé strané (16) roven
(ma +mp)?|AC1| - |BC1| = (1 — mc)?|AC| - |BCAl;
podobnou tpravou zbylych dvou s¢itanct nakonec obdrzime vysledek

(1 —ma)?|BA;| - |CA1| + (1 —mp)?|CBy| - |ABy| +

16/
+ (1 = m¢g)?|ACy| - |BCy| = r* — |PS|?. (167

13



7. Vzorec pro délku pFicky trojuhelniku

Odvodime nyni jisté vyjadreni délky tsecky spojujici vrchol trojahel-
niku s libovolnym bodem na protilehlé strané. Jak uvidime, i v ném se
projevuje vlastnost rotacni setrvacnosti.

Nejprve bézné oznacime

a=|BC|, b=|CA|, c¢=]|AB] (17)

délky stran libovolného trojihelniku ABC'. Polohu libovolného bodu D
na strané AB (obr.8) popiSeme rovnostmi |AD| = pc a |[BD| = gc, kde

C

A pPc D qc B
Obr. 8

p a ¢ jsou nezdpornd realnd ¢isla takova, ze p + ¢ = 1. (Obrécené kazda
takové dvojice &isel p, ¢ odpovidd nékterému bodu D na tuseéce AB.)
Dokéazeme, ze délka d tsecky C'D je urena zajimavou rovnosti

d* = pa® + qb®> — pgc?, (18)

ktera nese nazev Stewartiv® wvzorec, viz [6, str.99-100]. Provedeme to
tak, Zze bodim A a B ,nadélime“ hmotnosti m4 = ¢ a mp = p. Podle
sumarni hmotnosti, tudiz pro piislusny moment setrvacnosti J(X) =
= q|XA? + p|XBJ? m4 Steinerova véta tvar J(X) = J(D) + |XD|%
Dosadime-li sem X = C, pak vzhledem k tomu, ze J(C) = ¢b® + pa®
a |CD| = d, obdrzime ihned vzorec (18).

Vsimnéme si, ze volbou p = q = %, kdy se bod D stane stfedem
strany AB, ziskame z (18) po odmocnéni zndmy vzorec pro délku téznice

trojuhelniku:
[2a2 + 202 — 2
te = —

8 Matthew Stewart, 1717-1785, skotsky astronom a matematik, profesor univerzity
v Edinburghu. Zajimavé geometrické vysledky zverejioval vétsinou bez dikazt.
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8. Prvni ukol pro étenare

V roviné daného trojihelniku ABC' teste rovnici
|AX|> +|BX* = |CX|?

s nezndmym bodem X. Provedte diskusi o poctu Teseni X této rovnice
vzhledem k délkdm a = |BC|, b= |CA| a ¢ = |AB|.

ODPOVED. Dopliime trojihelnik ABC na rovnobéznik ASBC. Rovnice
bud nemé fefeni (pokud a? + b?> < ¢?), nebo ma pravé jedno Feseni
X = S (je-li a? +b? = ¢?), nebo m4 nekoneénd mnoho Feseni zapliujicich
kruznici o stfedu S a poloméru r = va? + b? — ¢2. (K dikazu vyuzijte
trojici bodi A, B, C' o hmotnostech my = mp =1 a me = —1.)

9. Leibnizuv vzorec

9

Takto je pojmenovana” rovnost

1
| XA|? + | XB* +|XC)? = g(a2 +02 4+ +3-XT)2, (19)

ktera ukazuje, jak zavisi soucet druhych mocnin vzdalenosti libovolného
bodu X od vrcholi obecného trojuhelniku ABC' na délkach a, b, ¢ jeho

CX

T

A ¢ B
Obr. 9
ktery splyva s nasim ,hmotnostnim*, uvazujeme-li trojici hmotnych vr-

chola trojuhelniku, ve kterych jsou ,soustfedény* stejné, napriklad jed-
notkové hmotnosti. Je zfejmé, Ze identita (19) je pak zapisem Steinerovy

9 Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-1716, némecky filosof, matematik, fyzik, vyna-
lezce, pravnik a filolog, profesor univerzit v Lipsku a Jené. Podobné jako Newton
vytvoril zaklady diferencidlniho a integralniho poétu.
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véty, nebot na jeji levé strané stoji hodnota J(X) pfislusného momentu
setrvacnosti a podle Jacobiova vzorce plati

1-1-a?24+1-1-024+1-1-¢2 1
- 1+1+1 = 3@ +0+ ),

J(T)

(Kdybychom hodnotu J(T') pocitali pfimo z definice, dostali bychom

2 2 2 \2 2 \2 4
J(T ::(—t) (—t) (—t) — 2224 1?),
() 3a +3b +3C 9(a+b+c)
kde t4, tp, t. jsou délky téznic daného trojuhelniku.)
Zvolime-li v dokadzaném vzorci (19) za bod X st¥ed kruznice danému
trojuhelniku opsané, dostaneme tak pro jeji polomér r dolni odhad

Va2 + b2 4 2.

rZ

Wl =

V pfiruécee [11, str. 142] jsou dokdzany ,podobné“ nerovnosti

1
vab+bc+ca a r=2 ——=(a+b+c).
_3¢§ )

Pravé strany poslednich tfi nerovnosti porovnejte sami. Prvni z nich
najdete také dokdzanu v brozufe [7, str.49], obsahujici i spoustu dalsich
zajimavych geometrickyjch nerovnosti.

7"2l
-3

10. Rovnice kruznice opsané trojihelniku

Pripomernime nejprve, co je podle disledku 3.4 mnozinou feseni kazdé
rovnice

p- | XAP +q-|XB?+r-|XCP? =\, (20)

ve které neznamy bod X probiha rovinu daného trojihelniku ABC, za-
timco p, ¢, r, A jsou dana redlna c¢isla spliiujici jedinou podminku

p+g+r=1 (21)

Znagi-li T tézisté trojice hmotnych bodu (A, p), (B, q)

,q) a (C,r), pak mno-
Zina FeSeni rovnice (20) je neprazdnd, pravé kdyz A = Ao

, kde
Xo=p-|TA?+q-|TB|?>+r-|TC?
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pfitom pro A\ = Ao m4 rovnice (20) FeSeni jediné (X = T), zatimco
mnoziny feseni pro vSechna A > Ao vytvoil systém wvsech kruznic se
spoleénym stfedem T

Uvedeny vysledek o rovnicich (20) vnuké otdzku, zda jimi lze popsat
v§echny kruZznice roviny daného trojihelniku ABC. Odpovéd je kladna:
je-li totiz bod S stiedem libovolné vybrané kruznice, existuji ¢isla p,
bod S (viz [10]); ¢islm p, g a r se Tik& barycentrické soutadnice bodu S
v soustavé uréené trojuhelnikem ABC'.

Vyzbrojeni piedchozi teorii, miZeme se ted pustit do hleddni rov-
nice (20) pro kruznici k opsanou pravé trojuhelniku ABC, jehoZ vr-
choly jsou ,konstantami“ hledané rovnice. Péknym obratem se vyhneme
pfimému vypoctu ptislusnych barycentrickych souradnic: ma-li byt rov-
nice (20) rovnici kruznice k (obr. 10), museji ji vyhovovat body X = A,
X = B a také X = C! (Tato nutnd podminka je zfejmé i postacujici,

Obr. 10

nebot kruznice prochézejici body A, B, C je jedind.) Dosazenim tak
ziskdme néasledujici soustavu t¥i rovnic pro neznamé koeficienty p, ¢, r,
A (pfi obvyklém znaceni (17) délek stran trojihelniku ABC):

X =A: p-024q-c2 +r-b% =),
X =1B: p-2+q-024+r-a2=)\
X=C: p-b24+q-a?+r-02=A\
Reseni této linedrni soustavy je jediné (az na nasobek):
p=K-a*(b*+c* —a?), r=K-c*a®+b* —c?),
202, .2 32 212 2 (22)
qg=K-b*(c* +a* —b7), A=2K -a*b°c.

Konstantu K bychom mohli vyc¢islit pomoci ,normaliza¢ni“ podmin-
ky (21), mizeme vSak dosadit nalezené hodnoty p, g, r, A do rovnice (20)
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s konstantou K = 1 (pro vSechna K # 0 totiz dostaneme po dosazeni
navzajem ekvivalentni rovnice). Vysledek se jesté zjednodusi, upravime-li
vyrazy v kulatych zavorkach v (22) podle kosinovych vét. Tak nakonec
obdrzime rovnici kruznice opsané trojihelniku ABC ve tvaru

acosa - | XA +bcosfB- | XB> 4 ccosy - | XC* = abe,
kde «a, 8 a v oznacuji jako obvykle vnitini tthly trojahelniku ABC.

11. Druhy kol pro ¢tenare

Na zdkladé vysledku predchoziho oddilu najdéte podminky vyjddiené po-
moci délek

a=|AB|, b=|BC|, c=|CD|, d=|DA|, e =|AC|, f =|BD| (23)

stran a thlopricek libovolného konvexniho ctyruhelniku ABCD, za kte-
rych je tento ctyriuhelnik tétivovy, tj. jeho vrcholy leZi na jedné kruznici.

NAvob: Do rovnice (20) kruznice opsané trojihelniku ABC' dosadte vr-
chol D. Budete-li pfi tomto postupu ménit role vrcholt ¢tyfihelniku,
budou vam vychazet ,réizné* podminky.'® Viechny jsou vsak ekviva-
lentni (na mnoziné vSech konvexnich étyfiuhelnikl) se zndmym kritériem
tétivovosti ¢tyfuhelniku, zvanym Ptolemaiovou'® rovnosti: ef = ac+ bd.
Podaii se vim to dokazat?

12. Tétivovy ¢tyifuhelnik s kolmymi uhlopFickami

Takovy je ¢tytuhelnik ABCD na obr. 11, kde je také vyznacen pruseéik E
jeho uhlopficek, stied S opsané kruznice a jeji polomér r. Dokazeme
rovnost

|AE|? + |BE> + |CE|* + |DE* = 4% (24)

Vyuzijeme k tomu samoziejmé funkci

J(X)=|AX|* + |BX|* +|CX|* + |DX|?,

10 Je to zpusobeno tim, ze mezi prvky a, b, ¢, d, e, f libovolného Ctyruhelniku exis-
tuje algebraicka zévislost (spoleénd pro vSechny ¢tyfuhelniky). Proto lze t&tivovost
¢tyfahelniku vyjadrit vice algebraicky nezavislymi mnohocleny uvedenych Sesti
proménnych.

11 Claudius Ptolemaios, asi 100-178 n.l., starofecky astronom, matematik a geograf.
Zakladatel rovinné i sférické trigonometrie.
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Obr. 11 Obr. 12

tedy moment setrvacnosti soustavy, kterou dostaneme, kdyz do vrcholt
daného ¢tyfuhelniku umistime (stejné) jednotkové hmoty. ProtoZze na
pravé strané (24) stoji hodnota J(S), mame vlastné vysvétlit, pro¢ plati
J(E) = J(S). Podle Steinerovy véty je posledni rovnost ekvivalentni

vvoey

My

KL, kde K je stfed uhlopiicky AC (tedy tézisté dvojice {A,C}) a L
stied uhlopticky BD (tézisté dvojice { B, D}); rovnost | ET| = |ST| proto
plyne z toho, Ze ¢tyfthelnik SKEL je pravouhelnik. Dikaz (24) je tak
hotov.

13. Eulerova véta o ¢tyruhelniku

Takto se nékdy nazyva porovnani (25) mezi soucty ¢tvercii nad stranami
a nad thlopfickami libovolného konvexniho étyfthelniku ABCD. Podle
obr. 13 ozna¢me F, F stiedy jeho uhlopricek, T stied tsecky EF a u

DcC
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jeji délku (pfitom nevyluc¢ujeme ani p¥ipad E = F = T neboli u = 0,
ktery nastane, pravé kdyz ABCD je rovnobéznik); vyuZijme rovnéZ ob-
{A, B,C, D} o téze jednotkové hmotnosti. Proto pfi stanoveni piislus-
ného momentu setrvacnosti J(X) = |AX|? + |BX|* + |CX|?> + |DX|?
v bodé X =T muzeme uplatnit Jacobitv vzorec:

1-1-a>41-1-0°+1-1->+1-1-*+1-1-241-1- 2
I+1+1+1 B

1
:Z(a2+b2+02+d2+62+f2)

J(T) =

Hodnotu J(E) uréime ,po ¢astech” na zakladé rovnosti

1 1 1
AE2 E2:_2 _2:_2
|AE|® + |CE] 46 —|—4e 26,

1
|BEF+MMW:ﬁBFF+MHW+%1+D¢EFF:§ﬂ+ﬂﬁ

(ve druhém Fadku jsme uplatnili Steinerovu vétu o momentu setrvacnosti
hmotné dvojice {B, D} s tézistém F vzhledem k bodu E). Sectenim
zjistime, Ze plati J(E) = % (e*+ f2)+2u®. Dosadime-li kone¢né nalezend
vyjadieni J(T), J(E) do dtisledku Steinerovy véty J(E) = J(T)+4|ET|?
(= J(T) + u?), vyjde ndm po algebraické tipravé kyzena rovnost

>+ 02+ +d? =€+ f2 + (25)

Vsimnéte si, Ze dokdzand Eulerova véta v sobé zahrnuje (pfipad u = 0)
znamou ,rovnobé&znikovou® identitu 2(a? + b?) = €2 + f2.

14. Dalsi véta o étyriahelniku

V predchozim oddilu jsme pfi odvozovani Eulerovy véty ,nadélili“ vrcho-
lim ¢tyfiahelniku ABCD stejné hmotnosti. Pozménme nyni toto rozlo-
priseciku jeho thlopricek, a podivejme se, jak se pfi tom zméni vysledek
(25). Kromé obvyklého oznaceni (23) zavedeme jesté kladné koeficienty
p, q, 1, s, které budou vyjadrovat, v jakém poméru déli bod T kazdou
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z thlopficek AC, BD (obr. 14):

p:q=|AT[:|CT| (p+q=1), (26)
r:s=|BT|:|DT| (r+s=1).
Potom pri volbé hmotnosti
my = q, mg = p, mp = s, mp =r
bude bod T jak téiiétém dvojice bodu A, C, tak i téZzistém dvojice bodt

momentu setrvacnosti J v bodé T uréime jednak piimo z definice
J(T) = q(pe)® + p(qe)® + s(rf)> +r(sf)? = pge® +rsf?,
jednak z Jacobiova vzorce
1
J(T) = §(qsa2 + psb? 4+ prc?® 4 qrd® + pge® + rsf?).

Srovnanim obou vyjiadfeni a néslednou jednoduchou algebraickou tpra-
vou dostaneme tuto ,variantu“ rovnosti (25):

qsa® + psb? + pré? + qrd® = pge® + rsf. (27)
Dopliime k tomu kratky komentéf. Leva strana dokdzané rovnosti (27) je
vazenym aritmetickym prumeérem obsahi ¢tverctt nad stranami daného
Styrtuhelniku, nebot soudet ¢tyf vystupujicich koeficientt je roven jedné:

gs+ps+pr+qr=(p+q)-(r+s)=1-1=1
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Navic je zfejmé, ze tyto koeficienty jsou ve stejném poméru jako ob-
sahy CtyT trojuhelniki, na které je dany ¢tytuhelnik svymi tthlopiickami
rozdélen (obr.15):

qs:ps:pr:qr = Foepr: Ppar : Papr : Pper.
Pokud jde o pravou stranu (27), uvedme, Ze jeji hodnota nepfevysuje

¢tvrtinu souétu e? + f2, nebot ¢islo % je zfejmé nejvetsi mozna hodnota
kazdého ze soudinii pg = p(1 —p) ars=r(1 —r).

15. Dalsi ukoly pro ¢tenare

(i) Jsou dany dvé soustiedné kruznice o polomérech r a R, r < R.
Tétiva AP mensi kruznice je kolmd na tétivu BC vétsi kruznice, piitom
bod P je spolecnym bodem obou tétiv. Dokazte rovnost

|AP|*> 4+ |BP|* 4+ |CP|? = 2(R* + ).

NAvoDb: Ctvefici bodt A, B, C a P ptifadte stejné (jednotkové) hmot-
nosti. S ohledem na Steinerovu vétu pak staci vysvétlit, pro¢ ma bod P

v

kruznic.

(ii) Dwa trojihelniky maji spoleénou opsanou kruznici a spoleéné té-
ziste. Dokazte, Ze se shoduji i soucty obsaht t7i c¢tvercu nad stranami
kazdého z mich.

NAvoD: Pro oba trojthelniky uzijte Leibniziv vzorec (19), ve kterém za
bod X zvolite stred kruznice opsané.
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(iii) V ¢lanku [10] bylo dokézano, ze pokud vrcholéim libovolného troj-
thelniku ABC ,nadélime“ hmotnosti

mA:mB:mC=|BC|:|AC|:\AB\:a:b:c,

vy

nerovy vety ukazte, Ze pro vzddlenost d tohoto stredu od stredu kruznice
trojuhelniku opsané plati vzorec

abe

2 =r? - —
at+b+ec

(28)

kde r je polomeér opsané kruznice. Vzpomenete-li si na dvoji vyjadreni
obsahu trojihelnitku ABC

1 abc
Pii(a—}_b—'_c)gill_?"’

kde o je polomér kruZnice vepsané, miizete (28) ptepsat ve tvaru d? =
= r(r—2p), z néhoz vyplyva tzv. Eulerova nerovnost r = 2¢ (viz napf. [7,
str. 45]).

16. Soustavy s nulovou sumarni hmotnosti

V kazdé z dosavadnich ukazek jsme pracovali s momentem setrvacnosti

N
X)=> mi- | XA (29)
i=1

v situaci, kdy se soucet vSech IV koeficientd m; nerovnal nule. Prozkou-
mejme nyni, jak se zméni vlastnosti funkce J, kdyz tato podminka spl-
néna neni. (Jisté tusite, ze pijde o zménu vlastnosti ,kvadratickych“ na
Hlinedrni“.)

Prohlédneme-li si znovu vektorovy vypocet pii dikazu Steinerovy véty
v odstavci 3.3, zjistime, ze za pfedpokladu

N
> mi=0 (30)

mé funkce J: E, — R definovana pfedpisem (29) tuto vlastnost: Pro
libovolné dva body X,Y € E,, plati rovnost

J(X)=J(Y)+2XY - (Zmz YA)
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Co lze Fici o vektoru v posledni zavorce, vystupujicim v rovnosti (7) pfi

vV

N
i=1

diky podmince (30) nezdvisi na vybéru bodu Z € E,,, jak ukazuje v§po-
et

N N N
Zmi - ZA; —Zmi LZ'A; = Zmi~ZZ' =0-2Z'=0.
=1 =1 =1

Vysledek téchto tivah shrneme do nésledujiciho tvrzeni.

16.1. Véta. Bud J: E, — R funkce definovand piedpisem (29), v némz
redlnd ¢isla m; spliiugi podminku (30). Pak vektor w z rovnosti (31) ne-
zavisi na vybéru bodu Z € E,. Je-li vektor w nulovy, je funkce J na

celém prostoru E,, konstanini. Pokud naopak w # 0, pak pro libovolné
dva body X,Y € E, plati

J(X) = J(Y)=2w- XY,

takze rovnost J(X) = J(Y) nastane, pravé kdyz je vektor XY kolmy
k vektoru w. (Geometricky to znamend, Ze vrstevnice funkce J jsou
v tomto piipadé ptimky v Fa, roviny v E3 atd.!?)

17. Dvojice bodu opaéné hmotnosti

Popisme nejjednodussi situaci, kdy lze uplatnit vysledky pfedchoziho
odstavce. Pfedpokladdejme tedy, ze A a B jsou dva dané (rizné) body
roviny o, které urcuji funkci

J(X) =|AX|* = |BX|*  (pro kazdy bod X € p),

jez je momentem setrvacnosti dvojice bodi A, B majicich hmotnosti
ma = 1 amp = —1. (Vysvétlete pomoci zdkona péky, pro¢ takovd

v

vypoéteme vektor w z definice (31):

w=1-ZA+(~1)-ZB=ZA— ZB = BA.

12 Srovnej s dusledkem 3.4.
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Protoze body A, B jsou razné, plati w # 0, takze podle véty 16.1 rovnice
|AX|? - |BX]? =\ (32)

s parametrem A € R popisuji soustavu vsech primek kolmych na prim-

ku AB (tfi z nich jsou nakresleny na obr. 16).13
A= —|AB|? A=0 A\ = |AB|?
a id a
A B
0
Obr. 16

18. Posledni ukoly pro étenare

(i) Které ctyrihelniky maji stejné oba soucty obsahi ¢tverci nad pro-
tilehlymi stranami?

NAvoD: Jsou to pravé ty ¢tyftuhelniky, jejichz thlopricky jsou navzijem
kolmé. Podminku |AB|? + |CD|? = |BC|? + |DAJ? lze vyjadfit rovnosti
J(A) = J(C) pro moment setrvacénosti J(X) = |XB|? — | XD|%.

(i) Dokazte Carnotovu* vétu: V roviné jsou ddny dva trojihelniky
A1A3A3 a B1BsBs. Bodem Bi je vedena kolmice na primku AsAs, bo-
dem Bs kolmice na primku A3A1 a bodem Bs kolmice na piimku A1 As.
Tyto tri kolmice prochdzeji jednim bodem, prdavé kdyz plati

| By As|* + | B2 As|? + |Bs A1 | = |A1 Ba|? + |A2 Bs|* + |As By |

13 Tvrzeni o rovnicich (32) lze snadno dokazat i bez vylozené teorie: sta¢i vyuzit Py-
thagorovy véty pro trojihelniky AX X’ a BX X' kde X’ je kolmy priimét bodu X
na pfimku AB. Tento alternativni postup je vSak neschiidny pro analyzu funkei (29)
o N 2 3 ¢lenech, kdy se nejcastéji aplikuje metoda soufadnic (viz [5]).

14 Lasare Nicola Marguerite Carnot, 1753-1823, francouzsky matematik, zaroven
statni a vojensky cinitel. Prace z geometrie, analyzy (pokus o teorii nekonecné
malych veli¢in), aplikované mechaniky. Zavedl nézev komplexni &islo.
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(Otazkam spojenym s Carnotovou vétou je vénovana celd kapitola tloh
ve sbirce [9, str.36—38]. Promyslete alespon, jaky dusledek ma fakt, Ze
v uvedené rovnosti oba trojiuhelniky A; As Az a By BsBs vystupuji ,,rov-
nopravné“.)

NAvoD: Prvni ze t¥i zminénych kolmic je pfimka o rovnici
|X Aol — | X As|® = |B14s|? — |B1 43

Pripojte k ni analogické rovnice pro ostatni dvé kolmice a pak analyzujte
vzniklou soustavu t¥i rovnic.

(iii) V roviné daného trojihelniku ABC nejprve uhodnéte jedno tesent
a pak uplné Teste rovnici

|AX|?> + |BX]?=2-|CX|*.

NAvoD: VSechna feSeni X zaplni pfimku, kterd prochazi stfedem kruz-
nice opsané a je kolma na téznici ke strané AB. Aplikujte vétu 16.1 na
funkci

J(X)=|AX* + |BX|* -2 |CX|.

19. Zavér

Vérim, ze predchozi ukazky dosvédcily, ze rotacni setrva¢nost ma vlast-
nosti, které se mohou ,uplatnit® v elementarni geometrii. Pfi pfipraveé
celého materidlu jsem v hledani fyzikélnich interpretaci geometrickych
problémi (jejichz zdrojem mi byly pfedevsim ,encyklopedické® sbirky [8]
a [9]) shledal zvlastni ptivab. Zalibi-li se takové interpretace i nékterym
z vas Ctenaru, budu navysost spokojen.
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