Potencidlni energie a rovnovdha sil v geometrii

JAROMIR SIMSA

Abstrakt. Clanek je podrobnym vykladem tématu, ve kterém se poji zdklady dvou
disciplin: eukleidovské geometrie a newtonovské mechaniky. Zpusobem zpracovani je
prispévek tplnym podkladem pro demonstraci mezipifedmeétové kooperace pii vyuce
matematiky a fyziky na ¢tyfletych gymnéziich.

Uvod

Tésna spoluprace matematikt a fyzikt vyvérd ze spoleénych zakladu
a hustého prediva vztahti mezi obéma védnimi obory. Vsichni si uvédo-
mujeme, jak je matematika pro fyziku nepostradatelnd (af uz jde o jeji
vyuku ¢ vyzkum). Dobfe zndmd je také skutecnost, ze pravé fyzika je
tou pfirodni védou, ktera v minulosti nejvice stimulovala vznik novych
matematickych teorii, a Ze tento blahodarny ti¢inek neochabuje ani dnes.
Dochézi k tomu (velmi zjednoduSené feceno) tak, Ze badatel-fyzik nej-
prve vytvori ke zkoumanému jevu teoreticky model a predd ho pak ma-
tematikovi s tikolem, aby model analyzoval. (Casto se ob& zminéné role
prolinaji v jediné postavé teoretického fyzika.) Méné obvyklé jsou opaéné
situace, kdy si matematik pomiize pfi feSeni urcitého problému tak, ze
ho ,,zakéduje“ do vhodného fyzikdlniho objektu, na néj pak uplatni pii-
slusné fyzikalni zakony, a tak se nepfimo dozvi néco uzite¢ného o feseni
puvodniho matematického problému. Nékdy jde ,pouze“ o napovédu
vysledku, jindy dokonce o vytyceni cesty, jak k nému dospét.

Nékteré aplikace fyziky v matematice jsme mohli poznat jiz ve dvou
¢lancich [3] a [4]. Lze se v nich dodist, kolik dtlezitych geometrickych
vysledkt je mozné odvodit ivahami o raznych soustavdch hmotnych
bodi. Néazev tohoto tretiho ¢lanku naznacuje, ze také tento text bude
zameéren na aplikace newtonovské mechaniky v geometrii. Tentokrat se
v homogennim gravita¢nim poli a rozbor geometrickych tloh, které jim
odpovidaji.



Princip minima

Principu, o ktery se budeme zajimat, se podfidi naptiklad nase télesna
schranka, kdykoliv ndm na namrzlém chodniku ujedou nohy. Posudme
v8ak radéji tento druh tcinku gravita¢niho pole Zemé v mirnéjsi podobé.
Ve zndmém pohadkovému piibéhu [1] se vypravi o tom, jak

. na veliky svatek, byl to pravé patek,
rekl déda: ,,Babicko, snéd bych néco malicko.“
»Dédo, to je nadéleni, doma uz nic k snédku neni!*
, To ti stale radit mam, nac té babo, nac¢ té mam. . .
Mouka, mléko, vajicko, koblizek chci babicko!*
Babicka se ohani, honem k plotné uhani.
Kdyz koblizek usmazi, na okno ho polozi.
Koblizek se povaluje, kolem sebe pokukuje.
Az tu nahle zasméje se, poskoci, z okna doli seskoci.
Pak pry¢ rychle upaluje, rostacky se posklebuje. . .

Zastavme na tomto misté déj pribéhu a predpokladejme, Zze koblizek
néhle ptijde o zdroj svého pohybu. Stane se z néj obyc¢ejny kutélejici se
predmét, ktery se zastavi, dejme tomu, nékde na trase mezi sousednimi
vrcholky H; a Hs cesty zndzornéné na obr. 1. V kterém misté konkrétné?
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Obr. 1

Jiz zkuSenosti z predskolniho véku ndm napovi, zZe koblizek skon¢i svou
pout v nejnizsim bodé D1, bude-li povrch drahy ideélné hladky (v realné
situaci mize koblizek nap¥. uviznout nékde v travé na svahu mezi D;
a Hj). Neni-li ovSem koblizek homogenni koule (labuZznici si jisté vybavi
slast pti kousnuti potvrzujicim, Ze koblizek neni oSizen o marmeladovou
bublinu narusujici jeho homogenitu) a zndme-li néco ze zékladu fyziky,
bude znit nase odpovéd takto: ,Na idedlné hladké drize mezi body H;
V této poloze ma koblizek nejmensi (tihovou) potencidlni energii. Jak
vime z hodin fyziky, jde o veli¢inu W}, definovanou (pro téleso o hmot-
nosti m nachézejici se v homogennim tihovém poli s tithovym zrychle-
nim g) pomoci vzorce

Wy = mgh, (1)



zdpornou, takze v tomto pripadé W, < 0. Pokud misto télesa uvazujeme
koneénou soustavu hmotnych bodt, pfejde vzorec (1) do tvaru

N
Wy, = kaghk, (2)

k=1

kde my je hmotnost k-tého bodu soustavy a hy jeho vyska nad trovni
W, =0.
Princip minima potencialni energie mizeme vyjadrit takto:

Pokud na danou soustavu hmotngch bodi neptsobi Zddnd vnéjsi sila
kromé tihové sily a reakci meménného prostredi, které pohyb soustavy
omezuji, nalezne soustava klidu jen v poloze, ve které jeji tihovd poten-
cidlni energie dosahuge (alespori lokdlniho) minima.

Koblizek dosahne klidu jen v poloze, kdy se navzajem vyrusi acéinky
dvou sil, které na néj pusobi: tihové sily a tlakové reakce povrchu drahy.
Prislusnou analyzou rovnovdhy sil budeme zjistovat mozné klidové po-
lohy vSech nasich soustav, které budeme v dal$im textu zkoumat.

Tecény a ohniska kuzelosecek

Prvnim nasim namétem bude jedno ze zakladnich tvrzeni teorie kuzelo-
secek o poloze jejich tecen vzhledem k ohniskiim. Vylozime vSe zptisobem
srozumitelnym i t€m mladsim ¢tenarum, ktefi jesté o elipsach, parabo-
lach a hyperbolach témér nic neslyseli. Tim vice budou moci zkusenéjsi
¢tendii ocenit, jak rychle a elegantné (tj. témér bez vypocti) se dosta-
neme ke kyzenému cili.

Elipsa je mnozina vSech téch bodi M roviny, které maji od pevnych
bodu Fi, F5 tyz soucet vzdalenosti, ktery oznacime I:

|M P+ [MFo| =1 (3)

pritom (kvili trojihelnikové nerovnosti) predpokladame, ze dané délka [
je vétsi nez vzdalenost danych bodd Fy a Fy. Ty se nazyvaji ohnisky dané
elipsy. Priklad elipsy s jednim vyznacenym bodem M vidite na obr. 2. Je
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Obr. 2

to uzaviend Cara &, kterd ma tvar vajicka s dvéma navzajem kolmymi
osami soumérnosti (jedna z nich je osa tsecky Fy F», druhd pfimka F Fy).
Na stejném obrazku vidite také pfimku ¢, ktera prochéazi bodem M elipsy
a nema s ni spoleény zadny jiny bod. Takova pfimka je jedind (pro kazdy
bod M elipsy jind) a nazyva se tecnou dané elipsy s bodem dotyku M.
Na témze obrazku jsou vyznaceny jesté dva thly, které sviraji spojnice
bodu M s ohnisky Fi, Fy s tenou t. Prdvé o né nam ted pijde. Je
pozoruhodné, ze tyto tihly jsou shodné, at je bod M vybran na elipse
jakkoliv:

Tecna elipsy svird stejn€ uhly s obéma useckami, které spojuji bod do-
tyku tecny s ohnisky elipsy.

Fyzikalni dikaz uvedeného tvrzeni uvedeme zminkou o tom, ze de-
finice (3) umoziuje elipsu nakreslit tzv. provazkovou metodou (obr. 3):
V ohniscich Fy, F; upevnime konce provazku, jehoz délka se rovna délce [

z pravé strany (3); hrotem tuzky pak pohybujeme po roviné kreslici desky
tak, aby byl provazek neustédle napnuty. Je zfejmé, ze vSechny mozné po-
lohy hrotu M jsou popsany rovnici (3), takZe stopa, kterou hrot tuzky
v kreslici roviné zanecha, je pravé nase elipsa.

Nyni do kresleni elipsy zapojime tihové pole Zemé. Diive nez zminény



provazek délky ! upevnime v ohniscich F}, F5, navleCeme na néj maly
krouzek M s upevnénym zavazim a kreslici desku oto¢ime do svislé po-
lohy (obr.4). Provazek se pod tihou zévazi napne, takze krouzek M se
bude dotykat kreslici roviny o v nékterém bodé elipsy & dané rovnici (3).
Budeme-li kreslici desku otacet tak, aby kreslici rovina g ztstavala svisla,
vykresli ndm v ni stopa krouzku M celou elipsu &.
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Obr. 4 Obr. 5

Provedme nyni fyzikalni rozbor pravé popsaného hejbatka. P¥i pevné
poloze kreslici desky se podle principu minima krouzek M pfemisti v ro-
viné o do nejniz$i mozné polohy. Elipsa & je tudiZz natocena tak, Ze bod
M je jeji nejnizsi bod. Vedeme-li proto bodem M ve (svislé) roviné p
vodorovnou piimku ¢, bude celd elipsa & s vyjimkou bodu M leZet nad
touto primkou, takze pfimka ¢ je te¢nou elipsy s bodem dotyku M. Na
krouzek v bodé M piisobi tfi sily: tihova sila G (kolma k vodorovné
pfimce t) a dvé sily P; a P téZe velikosti (reakce napnutého provazku)
lezici na pfimkéch M Fy a M Fs (obr.5). Protoze tyto tii sily jsou v rov-
novéaze, je svisly vektor —G roven vektoru P; + P;. Tento vektorovy
soucet je na obrazku sestrojen pomoci rovnobézniku sil, ktery je vzhle-
dem k podmince |Py| = |P2| koso¢tvercem. To znamend, Ze vektory Pj;
a P, jsou umistény soumérné podle svislé piimky vektori G a —G, tudiz
jejich pfimky M Fy a M Fy sviraji s (vodorovnou) te¢nou ¢ shodné thly.
Tim je cely fyzikalni dikaz hotov.

U dalsi kuzelosecky, kterou pojmenujeme pozdéji, zvolime odlisny po-
stup vykladu: od fyzikalniho objektu k matematické interpretaci. Pouzi-
jeme opét kreslici desku (obr.6), se kterou pevné spojime tenkou tyé¢,
po které se bude volné pohybovat krouzek K. Budeme predpokladat,
7e tyC je velice tésné nad kreslici rovinou o, takze ji mtizeme ztotoznit
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s primkou a této roviny. Na krouzek K privazeme jeden konec provaz-
ku, po kterém bude jako dfive klouzat zavazi na krouzku M. Druhy
konec provazku pripevnime na fixni zavés F' v roviné gp. Cely objekt je
urcen dvéma parametry: délkou [ provazku a vzdalenosti v bodu F' od
piimky a. Zfejmé | > v.

Obr. 6

Obr. 7

Zatimco hejbatko z obr.4 pro kresleni elipsy mélo jeden stupen vol-
nosti, to nové z obr.6 ma tyto stupné dva: kromé pohybu krouzku M
po provazku jesté pohyb krouzku K po ty¢i. Rovnovéha sil ptisobicich
na krouzek K se ziejmé vyjadii podminkou, ze tsek KM provazku je
kolmy k piimce a. Uvahou o silach ptisobicich na krouzek M se jako
dfive zdavodni, Ze vodorovna pfimka ¢, kterd prochézi bodem M, svira
shodné uhly s obéma tiseckami M K a M F'. Obé podminky vyznac¢ime do
obr. 7, kam jesté pfikreslime pomocny bod K’ (leZici na polopfimce K M
ve vzdalenosti [ od jejiho pod¢atku K') a pomocnou pfimku a’ (jdouci bo-
dem K’ rovnobézné s ptimkou a). Vyznam piimky a’ se oziejmi z dvojiho
vyjadieni délky I:

l=|FM|+ |MK]| (provézek)

|=|KK'| = |K'M|+ |MK]| (definice K'),

odkud plyne kli¢ova rovnost |FM| = |K'M|. Bod M mé tedy stejnou
vzdélenost od bodu F' jako od pfimky a':

|MF| = |Md'|. (4)



Zdiraznéme, Ze piimka a’ je pevna primka roviny p, konkrétné rovno-
bézka s pfimkou a lezici od ni ve vzdalenosti | na stejné strané jako
bod F. Pfimka a’ se tedy v roviné ¢ neméni, kdyZ celou kreslici desku
natacime do riznych poloh.

Mnozina & vSech bodtt M € p, které splituji rovnost (4) pro dany
bod F a danou piimku a’, je kiivka zvand parabola; bod F se nazjva
jejim ohniskem a p¥imka o jeji ¥idici pF¥émkou. Narozdil od elipsy je
parabola kiivka neomezend (tj. nelezi v zaddném kruhu), proto je na
obr. 8 nakreslena jen jeji ¢ast pobliz ohniska F'. Podle principu minima

P

Obr. 8

pro potencialni energii zaujme krouzek zavazi (pfi pevné poloze kreslici
desky) polohu odpovidajici nejnizsimu bodu M paraboly &2 uréené pod-
minkou (4). Proto vodorovna pfimka ¢ prochazejici bodem M bude jeji
teénou a difive zdivodnéna shodnost thlt vyznacenych v obr.7 (a téz
obr. 8) vede k tomuto zévéru:

Tecna paraboly svird se spojnici svého ohniska a bodu dotyku tecny
stejny uhel jako s kolmici spusténou z bodu dotyku na ridict primku pa-
raboly.

Vysvétleme jesté, pro¢ dokadzané tvrzeni plati pro libovolnou teénu
paraboly & s danym ohniskem F a danou Fidici pfimkou o', i kdyZ hej-
batkem z obr. 6 muzeme pomoci otaceni nakreslit jen ¢ast paraboly Z:
K nakresleni vétsi ¢dsti &2 staci posunout ty¢ a do libovolné vzdélenosti
" > 1 od piimky a’ a zaroveni prodlouzit provazek na tutéz délku I’.

Poslednim druhem kuzelosecek, o kterych jsme se dosud nezminili, jsou
hyperboly. Kazda z nich je mnozinou vSech téch bodi M roviny, které
maji rozdil vzdélenosti od danych bodt Fy, F» (ohnisek hyperboly) rovny
dané délce I:

|MFy| — |[MFy| ==l (5)
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(samoziejmé se predpoklada, ze | < |Fy Fz|), pfitom kazdému z obou zna-
mének v (5) odpovida jedna vétev hyperboly. Sami analyzujte hejbatko
z obr. 9 (lisici se od hejbétka z obr. 6 tim, Ze tenka ty¢ je nahrazena ten-
kou kruhovou obruéi) a zjistéte tak, co plati pro polohu tecen hyperboly
vzhledem k jejim ohnisktim (za nédpovédu ¢i pro kontrolu vam poslouzi
obr. 10). Zvazte rovnéz, jak hejbatko ,nakonfigurovat®, aby nakreslilo
Cast jedné vétve predem dané hyperboly.
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Obr. 9

CvICENI. Navrhnéte hejbatka pro kresleni ,zobecnénych elips“ urée-
nych misto podminky (3) rovnici

ky - |MFy| + kg - [MFy| =1

(kde k1, k2 jsou dand prirozena ¢isla) a zjistéte, co plati pro polohu jejich
tecen vzhledem k bodam Fy, Fy. O takové kiivky se ve svém mladi za-
jimal vynikajici skotsky fyzik JAMES CLERK MAXWELL (1831-1879),
tvirce teorie elektromagnetického pole (viz pfispévek dr. Podolského
v Rozhledech 5/1999).

Dopravni ulohy

Pod nazev tohoto paragrafu matematikové zahrnuji sirokou skéalu opti-
malizacnich tloh, ve kterych se vzdy minimalizuje urcity soucet nékolika
vzddlenosti. Takové tlohy se casto objevuji v praxi a jejich vyreseni muize
prinést nemalé tispory nakladd. Kdyz naptiklad autodopravce ma za kol
rozvést zbozi nékolika odbératelim, vyplati se mu predem rozmyslet,
kterd z moznych tras spojujicich vSechna mista urceni je ta nejkratsi.
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A

U+ v+ w — min
Obr. 11 Obr. 12

ULoHA 1. V roviné daného trojihelniku ABC najdéte ten bod X, pro
ktery md soucet |AX|+|BX|+|CX| nejmensi moznou hodnotu (obr. 11).

Poznamenejme nejdiive, 7e z tivah o spojitosti vyplyva, ze Uloha 1
ma pro kazdy trojahelnik ABC feseni. Prislusny bod X se casto nazyva
dopravni stred trojiuhelniku ABC.

Fyzikalni feseni Ulohy 1 najdeme pomoci soustavy tii zavazi téze
hmotnosti m (obr.12). Dany trojihelnik ABC lezi v roviné g vodo-
rovné desky, do které jsou v bodech A, B, C' provrtany tazké otvory.
Zminéna zavazi jsou zavésena na tiech provazcich téze délky [, provlece-
nych otvory a svazanymi do uzliku predstavujiciho proménny bod X € p.
Predpokladejme, ze délka [ je dostatecné velka, abychom mohli uzlikem
pohybovat tésné nad celym trojuihelnikem ABC i jeho blizkym okolim.
Jestlize uzlik ze sevieni nasi ruky kdekoliv uvolnime, za¢ne se pod vlivem
napnutych provazkt pohybovat. Jak za okamzik vysvétlime, pro nékteré
trojihelniky ABC' uvolnény uzlik v urcité (jediné) poloze X nalezne
klidu, pro jiné trojihelniky ABC jeho pohyb skonéi ,katastrofou”: uzlik
bude vtazen do jedné z direk.

Dfive nez pomoci rovnovahy sil klidovou polohu uzliku geometricky
uréime, vyjadiime jeji vyznam na zakladé principu minima potencialni
energie. Oznacme délky ¢asti provazku v roviné p pismeny u, v, w jako
na obr. 12 a povazujme rovinu g za nulovou turoven potencialni energie.
Pak potencidlni energie nasi soustavy tii zavazi je zdporna a podle (2)
je vyjadfena vzorcem

Wy = —mg(l —u) — mg(l —v) —mg(l —w) =
= —3mgl + mg(u +v + w)



(hmotnosti provazku totiz zanedbavame). Odtud plyne, Ze nase soustava
ma nejmensi potencidlni energii, pravé kdyz se uzlik nachézi v dopravnim
stfedu trojihelniku ABC. Reseni Ulohy 1 proto ted nalezneme rozborem
rovnovahy sil piisobicich na uzlik nasi soustavy.

Jednd se o tii sily téze velikosti mg, které piisobi na polopfimkach
XA, XB, XC (obr.13). Dvé z nich jsou na nasem obrazku secteny po-

c C

Torricellitiv bod

Obr. 13 B Obr. 14 B

moci rovnobézniku (kosoc¢tverce) sil, vektor tieti sily musi byt opaény
k sestrojenému sou¢tu prvnich dvou. Vyznacend thlopticka kosoctverce
je tedy shodna s jeho stranou, takze ziejmé rozdéluje kosocCtverec na
dva rovnostranné trojuhelniky. Analyza rovnovahy je u konce: kazdé dveé
z polopfimek X A, X B, XC sviraji thel 120°. Takovy bod X (pokud
existuje) se v trojihelniku ABC' snadno sestroji pomoci kruhovych ob-
loukt, ze kterych jsou jeho strany vidét pod thlem 120°. Neni tézké
vysvétlit, ze takovy bod X (zvany Casto Torricelliiv bod trojuhelniku
ABC, obr. 14) existuje a je jediny, pokud kazdy vnitini dhel trojihelniku
ABC' je mensi nez 120°. Zdivodnéte, pro¢ ostatni trojuhelniky ABC
maji svij dopravni stfed ve vrcholu pfislusného tupého vnitiniho thlu,
misté, kde také dojde ke ,katastrofé“ naseho uzliku.

Podali jsme podrobné fyzikalni feseni Ulohy 1. U dalsich dopravnich
tloh uz bude nas vyklad struénéjsi. Prvni z nich je tloha, ktera nechybi
snad v zadné ucebnici geometrie v ptislusné kapitole o osové soumérnosti.

ULOHA 2. Dané body A a B lezi v téZe poloroviné s danou hranicni
primkou a. Najdéte ten bod X € a, pro ktery md soucet |AX|+ |BX|
nejmenst moznou hodnotu.

Jednoduché hejbatko pro reseni této ulohy vidite na obr. 15a: po tenké
ty¢i predstavujici pfimku a se pohybuje krouzek, ktery hraje roli pro-
ménného bodu X. Ke krouzku jsou pfivazany dva provazky, napinané
pres kladky v mistech A, B dvéma zévazimi téZe hmotnosti. (Body A, B
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a primka a lezi v téze vodorovné roviné. Misto kladek jsme mohli opét
pouzit rovinnou desku s dvéma otvory v bodech A, B.) Podobné jako
pii feseni Ulohy 1 se vysvétli, pro¢ minimum potencialni energie takové
soustavy odpovida té poloze X krouzku, ktera je fesenim Ulohy 2. V kli-
dové poloze musi byt vyslednice dvou stejné velkych sil, kterymi pusobi
napnuté provazky na krouzek, sila opacna k silové reakci tyce na krou-
zek, tedy sila s vektorem kolmym na pfimku a (obr.15b). Odtud plyne
znamy vysledek, ze pfimky AX a BX museji byt soumérné sdruzené
podle osy a, takZe feSenim X je priisec¢ik piimky a s tisetkou AB’, kde
B’ je bod soumérné sdruzeny s bodem B podle osy a.

a X a
X A B
A B
m m
Obr. 15a Obr. 15b

ULOHA 3. V roviné daného trojihelniku ABC je ddina piimka a. Na-
jdéte ten bod X € a, pro ktery md soucet |AX |+ |BX|+|CX| nejmensi
moznou hodnotu.

Obr. 16 ukazuje, jak vypada pomocné hejbatko pro tuto tlohu. Jeho
popis a vypocet prislusné potencialni energie zde vynechame stejné jako
geometricky rozbor podminky

PA+PB+PCJ—G‘7

jez je vyjadfenim rovnovahy sil ptisobicich na krouzek v hledané klidové
poloze.

ULoHA 4. Do ,wétstho“ dancho trojihelniku ABC umistéte ,mensi“
dany trojuhelnik A1B1C1 tak, aby soucet |AA1| + |BB1| + |CCh| byl co
nejmenst.

Tentokrat si pomuzeme tak, ze mensi trojuhelnik A; B1C7 vymodelu-
jeme z tenkého pevného dratu (obr. 17). Tento model pfi pohybu zptiso-
beném napnutymi provazky zlstava ve vodorovné roviné trojihelniku,
takze potencialni energie celé soustavy je jako v diivéjsich situacich dana
polohou t¥i zavésenych zavazi. Upozornéme vsak, ze analyza rovnovahy
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Obr. 16 Obr. 17

sil se v této 1iloze 1isi od predchozich ukazek, ve kterych vzdy nékolik sil
ptisobilo na hmotny bod. Nyni t¥i stejné velké sily P4, Pg, Po (lezici na
piimkach AA;, BBy, CC1) pusobi na pevné téleso, model trojihelniku
A1 B1C4. Z fyziky vime, ze tehdy podminka

Ps+Pp+Pc=0,

ktera je ziejmé splnéna, pravé kdyz kazdé dvé z polopfimek A1 A, B1 B,
C1C sviraji tihel 120°, k vyruseni dynamickych aéinka téchto sil nesta-
¢i. Je zapotiebi jesté navic pozadovat, aby pfimky A;A, BB a C:C
prochézely jednim bodem (pak je to zfejmé spoleény Torricellitiv bod
trojahelniki ABC a A;B1C1). Tak na obr. 18a tento dopliiujici pozada-
vek splnén neni: sily P4 a Pp + Pc tvori tzv. dvojici sil, kterd zapusobi
na model trojihelniku A; B1C; ota¢ivym téinkem. Vysledek nagich avah
mizeme shrnout takto: Za jistych predpokladii na velikost a tvar danych
trojtihelniki je fesenim Ulohy 4 takové jejich umisténi, kdy piimky A; A,
BB a C1C prochazeji Torricelliovym bodem obou trojuhelniki ABC
a A13101 (ObI‘. 18b)

ULoHA 5. V daném trojihelniku ABC o obvodu o sestrojte trojiihel-
nik XY Z o daném obvodu o' < o tak, aby soucet |AX|+ |BY |+ |CZ]
byl co nejmensi.

Na obr.19 vidite uvnitf vodorovné uloZeného trojuhelniku ABC
smycku délky o’ z tenkého provézku. Na ni jsou navleceny tfi krouzky
s upevnénymi provazky, které pies kladky v bodech A, B, C' napnou
tfi znazornéna zavazi téze hmotnosti m. Nasledkem toho se smycka vy-
tvaruje do jistého trojihelniku XY Z (nedojde-li ovSem dfive k tomu,

12



A Obr. 182 A Obr. 18b

7e jeden z krouzkt ,doputuje” ke kladce). Tento trojihelnik je, jak se
snadno zjisti ivahou o minimu potencialni energie, fesenim nasi lohy.
Na kazdy ze tii krouzki tehdy pisobi t¥i sily (obr. 20); z jejich rovnovéhy
se pro ocislované tihly nejprve z kosoctvercii sil odvodi rovnosti £1 = <2,
X3 = ¥4, ¥5 = ¥6, a poté i ¥x1 = ¥3 = x5 (nebot stejnou velikost
ma nejen Sest sil plisobicich na obvodu trojihelniku XY 7, ale i tii sily
na ptimkach AX, BY, CZ — kvili shodnym zévazim). Tak dochdzime
k zévéru, Ze (za jistjch predpokladi) je fesenim Ulohy 5 rovnostranny
trojuhelnik XY Z ulozeny do trojihelniku ABC' stejné jako trojuhelnik
A1 B;C; v odpovédi k Uloze 4.

Obr. 20

CVICENL. V daném obdélniku ABCD o obvodu o sestrojte ctyrihelnik
KLMN o daném obvodu o' < o tak, aby soucet deélek |AK|+ |BL| +
+ |CM|+ |DN]| byl co nejmensi. (ReSeni je na obr.21, kde body U, V
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jsou pruseciky os vnitfnich thlt obdélniku ABCD. Pokud o' < 2-|UV|,
zdegeneruje ¢tyithelnik K LM N v tsecku.)

Dopravni tlohy, které jsme v tomto paragrafu uvedli, mizeme rozma-
nité modifikovat a zobecnovat. Prakticky vyznamnou je v tomto ohledu
situace, kdy v minimalizovaném souctu vzdalenosti jsou jednotlivé sci-
tance opatfeny ruznymi vahovymi koeficienty. Tak napiiklad v modifi-
kované Uloze 1 hledame ten bod X, ve kterém nabyva nejmensi hodnoty
soucet

p-|AX]| +q- |BX|+r-|CX],

kde p, g, r jsou dana kladna ¢isla. Je celkem zfejmé, ze k feSeni takové
ulohy staci upravit hejbatko z obr. 12 tak, Ze na provazky zavésime tii
(nestejnd) zavazi, jejichz hmotnosti jsou v poméru p : g : r (obr.22

Obr. 22

prevzaty z brozury [5]). Dilezitym zobecnénim je rovnéz piechod od tii
k vétsimu poctu s¢itanych vzdalenosti, tedy minimalizace souctt

n
> pi-|AX]
=1
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s danymi body A; a danymi koeficienty p; > 0 za podminky, Ze
bod X probihéd danou geometrickou mnozinu (celou rovinu, pfimku, kruh
apod.). Jiného typu jsou dvé dopravni tilohy v nasledujicim cviéeni. Také
ty lze fesit fyzikalné pomoci vhodnych hejbatek; vymyslete je sami.

CVICENI. V roviné o jsou ddiny body A, B, C, D.

a) Najdéte body X,Y € o tak, aby usecka XY méla predepsanou délku
a aby soucet |AX|+ |BX|+ |CY |+ |DY| byl co nejmends.

b) Najdéte ty body X,Y € o, pro které je co nejmensi soucet |AX| +
+|BX|+ |CY |+ |DY| + | XY]|.

Z geometrie konvexnich mnohotuhelnika

Na zaveér celého prispévku vyresime fyzikalni cestou jednu zajimavou
tlohu o obecném mnohothelniku. Dotkneme se pfitom rovnéz otazky
perpetua mobile. Zadéani tlohy zni takto:

Uvniti konverniho mnohouhelniku 4 je zvolen libovolny bod X . Spus-
time z mnéj kolmice na vsechny primky urcené stranami mmnohotihel-
niku # . Dokazte, Ze pata aspon jedné z téchto kolmic padne dovnitr
prislusné strany (tedy ne na jeji prodlouzeni éi do jejiho krajniho bodu,).

O tom, Ze tvrzeni plati pro jeden sedmithelnik .# a jeden bod X € .#,
sveédci obr. 23a. Dvé paty kolmic tam padnou dovnitt prislusnych stran,
pét na jejich prodlouzeni. Prejedete-li o¢ima po celém sedmithelniku,
jisté dojdete k néazoru, ze v ném neexistuje bod X, ktery by tvrzeni
tlohy vyvracel. Podivejte se vSak na obr.23b! Tento priklad ukazuje,
ze v textu tlohy nelze vypustit predpoklad o konvexnosti mnohothel-
niku .. (O takové podmince matematického tvrzeni ¥ikdme, Ze je pod-
statnd.) Domluvme se, Ze v dal$im textu budeme uvazovat pouze kon-
vexni mnohothelniky.

Obr. 23a Obr. 23b
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Zkusite-li posuzovanou tlohu sami chvili fesit, zjistite, v ¢em je tskali
podobnych ,obecnych“ tloh. Pro libovolny konkrétni mnohothelnik .#,
ktery nakreslime, doslova vidime, Ze zavér tvrzeni plati, at bod X vybe-
reme v kterékoliv ¢asti .#. Toto ,konkrétni vidéni* ptili§ nenapovidi,
jak tvrzeni dokéazat pro obecny pripad. Presvédéime se za chvili, Ze tloha
maé fyzikalni , pozadi®, které jiz vSe potfebné prozradi: dovnitr prislusné
strany padne pata té kolmice, kterd je z konecného poctu vsech pat da-
nému bodu X nejblize (pokud nejblizsi pata neni jediné, hodi se libovolné
z nich). Matematicky dikaz tohoto ,objevu“ je snadny: Kdyby zminéna
nejblizsi pata P padla vné ptislu§né strany mnohothelniku ., platilo
by P ¢ ., takie v .# by lezela pouze ¢ast tsecky X P, tedy nékterd
usecka X @ (vyuzili jsme konvexnost .#, promyslete jak). Bod @ by pak
musel leZet na hranici mnohothelniku ., byl by proto bodem nékteré
jeho strany UV. Pro patu P’ kolmice z bodu X na pfimku UV by ale
platilo | X P'| £ |XQ| < | X P|, coz by odporovalo tomu, ze P je nejblizsi
pata. (Sami vysvétlete, pro¢ nejblizsi pata P nemlze byt ani krajnim
bodem pfislusné strany.) Dtikaz sporem je hotov.

V predchozim odstavci se potvrdila pravda, kterou vyzkum v matema-
tice pTinasi: objevit je Casto tézsi nez dokazat. Jak jsme slibili, ukdzeme
ted jesté jednou, jak k matematickému objevu miize napomoci fyzika.
Libovolny mnohotihelnik M vymodelujeme z tenkého pevného dratu
(obr.24), dany bod X uvnitf .# bude zastupovat malé zavazi, jehoz

polohu v modelu .# zajistime nékolika provizky. Budeme pfedpokladat,
7e hmotnosti dratu i provazki jsou zanedbatelné ve srovnani s hmotnosti
zavazi. Model se zavazim jako na obrazku postavime kolmo na vodorov-
nou podlozku a proti bo¢nim padim zajistime dvéma blizkymi tycemi
rovnobéznymi s rovinou modelu. Na obrazku se model opira o podlozku
takovou stranou UV mnohothelniku .#, Ze se pod vlivem tihy zavazi
model za¢ne po podlozce kutédlet. Geometricky duvod je nasnadé: pata
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kolmice P spu$téné z bodu X na opérnou pfimku padne mimo prislusnou
stranu UV. (Kdyby platilo P = U nebo P = V', mohli bychom rozkutéalet
model malym vnéjSim impulsem.) Kutaleni modelu v§ak musi po ur¢i-
tém Case skoncit, jinak by Slo o zafizeni zvané ,vécny hybatel“ neboli
perpetuum mobile, jehoz existence odporuje zdkonu zachovani energie.
V konecéné klidové poloze uz pata P kolmice na opérnou pfimku musi
lezet uvniti ptislusné strany UV, a tak je tvrzeni nasi tlohy fyzikalné
dokazano. Dodejme, Ze k takovym klidovym poloham patfi samoziejmé
i ta poloha, kdy ma zavazi v bodé X nejmensi potencialni energii, tedy
nejnizsi polohu nad vodorovnou podlozkou. To nastane, pravé kdyz je
pata P (kolmice na opérnou piimku) bodu X nejblize. Proto je také
kurzivou psand napovéda z predchoziho odstavce projevem toho princi-
pu, kterému jsme se v celém prispévku vénovali.
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