ULOHY ANALYTICKE GEOMETRIE TROJUHELNIKA

JIRI PECL

Analyticka geometrie dnes neodmyslitelné patti k u¢ivu matematiky na stiednich skolach.
V tomto prispévku, zaméfeném na analytickou geometrii v roviné, je ¢tenarim nabidnuto
sedm Tesenych prikladi o trojuhelnicich. V nich mohou studenti uplatnit své znalosti
o trojuhelnicich a ¢tyithelnicich z hodin syntetické geometrie.

Nejprve uvedeme znaceni v trojuhelniku ABC, které bude v jednotlivych ptikladech po-
uzito. Kromé obvyklého znaceni o, 3, v vnit¥nich thlt budou Ay, By, C} znacit po fadé
sttedy stran BC', AC', AB, dale pak budou Ag, By, Cy znacit paty vysek spusténych po
fadé z vrcholu A, B, C'. Méné obvyklé bude, Ze a, b, ¢, resp. tg, ty, t., r€Sp. v,, Vp, U, bu-
dou znacit nikoliv usecky, ale primky, na kterych lezi prislusné strany, resp. téznice, resp.
vysky trojuhelniku ABC. Ke kazdému fesenému piikladu uvadim schématicky obréazek,
na kterém jsou tucné vyznaceny dané primky a body v hledaném trojuhelniku.

Priklad 1: Vypocitejte soutradnice vrcholt trojihelniku ABC jestlize znate soutadnice
tezisté T'[1, 3], stfedu A, [3, 4] strany BC' a vite-li, Ze strana AB je rovnobézna s ptimkou
p:x+4y =0 a ze stfed By strany AC lezi na pfimce ¢ uréené body X[—5,1], Y[-3,3].
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prfi vrcholu. Proto
—
A=T+2AT =[1,3] +2(-2,-1) = [-3,1].
Stted B; strany AC' lezi na piimce ¢, jejiz parametrickd rovnice je
X =[-51+4+t1,1),teR.

Z vlastnosti stfednich pficek trojuhelniku plyne A;B; || AB, proto A;B; C p' || p, kde
p’ je pfimka jdouci bodem A;, takZe méa obecnou rovnici

pix+dy+k=0.

Po dosazeni soufadnic bodu A; do rovnice vyjde k = —19. Bodu B;[-5+¢,1+t] € p/
odpovida ten parametr ¢, ktery splituje podminku (=5 + ¢) + 4(1 +¢) — 19 = 0, takze
t=4a Bl[_175]
Nyni jiz
—
B=T+2B,T=[1,3] +2(2,-2) = [5, -1].



Bod B je stfed tsecky AC, takze:

Tat+x
xBlz% = To = 2xp, — x4 =1,
Aty = CI1,9]
A c
Y = T = Yo =2y, —ya =9.
O

Vysledek: | A[—-3,1], B[5,—1], C[1,9]

Jiné feSeni: Soutadnice vrcholi A a B spocitame stejné jako v predchozim fFeSeni,
avsak souradnice vrcholu C' mtzeme vypocitat z obecné platnych vzorct pro souradnice

vy

Ta+2xp+ 20
rr = —————(————

3
_ Ya+ysB+Yc
T= T

Odtud
rTo=3rr —x4—x =1

= (1,9
Z/C:3yT—37A—1’B=9} [1,9]

Priklad 2: Vypoctéte souradnice zbylych dvou vrcholi A, B trojihelniku ABC| jestlize
znate souradnice vrcholu C[3, 6], obecnou rovnici ptimky v, :  +y —5 = 0, a paramet-
rickou rovnici p¥imky v, : X = [-2,0] +£(2,1), t € R.

Reseni: Vrchol Al 4, 4] lezi na pfimce v,, proto x4 = —2+2t, y4 = t pro vhodné ¢ € R.
Navic bod A lezi na pfimce b prochazejici vrcholem C kolmo k pfimce v,. Norméalovy
vektor (1,1) pfimky vy je smérovy vektor pfimky b, proto z4 = 3+ s, ya = 6 + s pro
vhodné s € R. Celkem tedy:

TA: —24+2t=3+s

Ya . t=6+s

—2+2(6+s5)=3+s
s=—7 =>A[$A,yA] = [—4,—1]

Z B € v, plyne zg + yg — 5 = 0, navic bod B lezi na pfimce a prochézejici vrcholem
C' kolmo k piimce v,. Normalovy vektor pfimky a je tedy (2,1), a protoze C' € a, méa
primka a obecnou rovnici

a:2x+y—12=0.



Soufadnice vrcholu B ziskdme feSenim soustavy rovnic:

wNa: xp+yp— H=0
2[L’B—|—y3—1220
B — 7=0

rg =1 = ygp = —2 aB[?,—2].

Vysledek: | A[—4, —1], B[7, —2]

Priklad 3: Vypocitejte souradnice zbylych dvou vrcholi B,C trojuhelniku ABC),
jestlize znate vrchol A[2,7], obecnou rovnici pfimky vy, : 3z — 2y + 11 = 0 a st¥ed A;[1, 3]
strany BC.

325 +11 ol O les

na piimce b prochéazejici vrcholem A kolmo k ptfimce vy, takZze jeji obecna rovnice je

Reseni: Protoze B € vy, plati 35 — 2ys + 11 = 0, odkud yp =

b:2x+3y—25=0.

25—3
Soutadnice vrcholu C' tedy spliuji rovnost 2z¢ + 3yc — 25 = 0, odkud z¢ = Tyc
Bod A; je stied tsecky BC' a plati tedy:
- _ZL‘B—FZL‘C_ZEB—FZS*SZIC _yB‘f‘yC_BxBi;rll‘i‘yC
Al 2 2 Y yAl 2 2
Po tpravé a dosazeni dostaneme soustavu rovnic:
20 —3yc +21=0
3rp + 2yc — 1=0
rg=-—-3 = Yo = 5
3 11 25 -3
JetedyyB:%:l,resp. mC:TyC:& U

Vysledek: | B[-3, 1], C[5, 5]




Priklad 4: Vypocitejte souradnice vrcholu trojiuhelniku ABC jestlize znéate souradnice
stfedt stran B1[0,3] a C1[1,0], cos B = % (6 =53°07") avite-li,Ze Acp:x—y+3=0.

Reseni: Protoze Alx4,ya] € p, plati 24 — y4 +3 = 0, odkud 74 = y4 — 3. Vime, Ze
BC1 || OB, a ze tedy |[SCBA| = |94 B1C1A| = . Pak ovSem:

—_— —
C1B; - C1A
——7 = cos 3
)clB1 - ’01/1’
(_17 3) ! ([EA - 17yA) :§
N S R ey A
(=1,3)- (ya—4ya) _3
VI0-/(ya — 42+ 5

5'(2Z/A+4):3\/E~\/(3/14—41)24-3,124

Nyni pouzijeme dusledkovou tipravu — obé strany rovnice umocnime. Po dalsich apravach
dostaneme kvadratickou rovnici

v — 14y, +13 =0,

ze které plyne y4 = 1 (pak 4 = —2) nebo y4 = 13 (pak z4 = 10). Dosazenim se
presvédcime, ze v obou pripadech skutecné plati cos 3 = % Vyhovuji tedy dva vrcholy
A[=2,1] a A'[10,13).

Protoze C] je stfed tsecky AB, dale plati:

B=A+2AC) = [-2,1] +2(3,—1) = [4, —1], resp.
B = A +2A'Cy = [10,13] 4 2(—9, —13) = [-8, —13].

Protoze bod B je stied tsecky AC, podobné plati:

C=A+24B; = [-2,1] +2(2,2) = [2, 5], resp.
C' = A+ 24'B; = [10,13] + 2(—10, —10) = [—10, —7].

A[-2,1], B[4, —1], C'[2,5], resp.

Vysledek: A'[10,13], B'[-8, —13], C'[-10, -7




Priklad 5: Vypocditejte soufadnice zbylych dvou vrcholi A, C' trojihelniku ABC,
jestlize jsou dény soufadnice vrcholu B[8,1] a paty vysky By[2,4], thel v = 45° a

cosa = %3173 (v =56°19").

—
Reseni: Body B, By lezi na ptimce v, je proto BBy = (—6,3) || (2,—1) jeji smé-
rovy vektor. Hledané vrcholy A, C' lezZi na ptimce b, kterd prochézi bodem By[2, 4] kolmo
k primce vy, takze jeji obecné rovnice je

b:2x—y=0.

Plati tedy 224 — y4 = 0, odkud ya = 2z 4, resp. 22¢ — yo = 0, odkud yo = 2z¢.
Podle zadani o < 90°, plati tedy | BABy| = a:

_— —
AB - AB,
T — — ¢os«
’AB’ - ’ABO
(8 — 24,1 —214)-(2— 24,4 —214) 24/13

VE =22+ (12242 /@2 —aa2+ (Ad—224)?° 13

Tuto rovnici fesime obdobné jako v ptikladu 4 postupem zahrnujicim umocnéni. Dosta-
neme kvadratickou rovnici s kofeny x4 = 0 a x4 = 4. Pro x4 = 0 je y4 = 0, takze je
AJ0,0], resp. pro x4 =4 je ya = 8 a je tedy A’[4,8].

Protoze je v < 90°, plati |4 BCBy| = 7, takze:

—_— —
CB-CB,y
T— —7 — CO87Y
ol o
(8 —xc,1—2xc) - (2 —2c,4 — 27¢) V2

VB —zc)?+ (1—220)% /(2 — 2¢)?+ (4 — 23¢)? 2

ReSenim této rovnice jsou zc = 5 a ¢ = —1. Pro ¢ = 5 je yo = 10, proto C[5,10],
resp. pro xc = —1 je yo = —2 a C'[—1,—2].

Na prvni pohled se zda, Ze FeSenimi jsou trojuhelniky ABC, ABC’', AABC a A'BC'.
Protoze vsak o < 90° a v < 90°, je pata vysky By spusténa z vrcholu B vnitini bod
usecky AC. Je-li tedy A[0, 0], je By vnitini bod tsecky AC pouze pro C[5, 10], resp. je-li
A4, 8], je By vnitini bod usecky AC pouze pro C[—1, —2]. O

Vysledek: | A[0,0], C[5,10], resp. A'[4,8], C'[—1, —2]




Priklad 6: Vypoditejte soufadnice zbylych dvou vrcholi B, C trojuhelniku ABC,
jestlize znate vrchol A[—3, 3|, prusecik vysek V3, 3] a téziste T'[5, 5].

Reseni: Nejprve z bodtt A, T uréime stied A; strany BC:
Ay = A+ 3AT = [-3,3] + £(8,2) = [9, 6]
Pfimka a prochazi bodem A; a jeji normalovy vektor je AV = (6,0) || (1,0). Je tedy
a:X =19,6]+¢t-(0,1), teR .

ProtozZe je A; stfed strany BC, plati B[9,6 + to], C[9,6 — to] pro nékteré t, € R\{0}.
—_— —
Z podminky BV 1 AC' dostaneme:

BV -AC =0
(=6, -3 — o) - (12,3 — to) =0
—72 -9+t =0
ta =81
t() == :l:g
Pro ty =9 je B[9,15] a C[9, —3]|, resp. pro to = —9 je B'[9, —3] a C"[9, 15]. O

Vysledek: | B[9, 15], C[9, —3], resp. B'[9, —3], C']9, 15]

Priklad 7: Vypoctéte souradnice vrcholi trojuhelniku ABC, jestlize znate obecnou

rovnici piimky ¢ : x — 8y + 2 = 0 a soufadnice pat vysek Ay [g, %}, Byl0, 4].

Reseni: Piiklad vyfesime metodou, kterd je spise konstrukéni: z bod@ Ay, By je tsecka

AB vidét pod thlem 90°, proto Ay, By lezi na Thaletové kruznici 7 nad primérem AB.

Jeji stied S (= C}) uréime jako prisec¢ik pfimky c¢ s osou o tsecky AgBy. Stied O
6



tsecky AgBy mé soufadnice = [%, 1{}, AgBy = (—g, —%) | (5,1),

Tag +TBy YA, + yBo]
y . o 22
takze obecna rovnice primky o je

21
o:5x—|—y—?:O.

Nyni jiz soufadnice [zg, ys] bodu S ziskdme FeSenim soustavy rovnic:

oNc: 5x5+y5—2—21=0
rs —8ys+2=0 = x5 =28ys—2

21 _

58ys —2)+ys— 5 =0
Alys — 4 =0
1
2

2

ys = =r5=2 aS|[23]

2 .
—%) :\/i—l—lﬁi:,/%,ajetedy

1\* 65
T:(a:—2)2+(y—§) =7

N |©

Polomér r kruznice 7 je |SAq| = \/(g - 2)2 + (

Nyni najdeme soufadnice [x,y] prisecikti kruznice 7 s pfimkou ¢ - budou to hledané
vrcholy A a B. Protoze ¢ : x = 8y — 2, po dosazeni do rovnice 7 dostaneme:

By—2-27+(y—3) =%
1
64y® — 64y + 16 +y> —y+ 2 =2
65y> — 65 =0
yly—1)=0

Odtud y = 0 nebo y = 1, ¢emuz odpovida x = —2 resp. x = 6. Hledané vrcholy tedy
jsou A[—2,0] a B[6,1], resp. A'[6,1] a B'[—2,0].

Vrchol Clze,yc] uréime jako prusecik pifimek a, b. Po dosazeni soufadnic vrcholu A,
resp. A’ do rovnice pfimky a a po tpraveé je

a:r+y—7=0,

resp.
ad:r—y+2=0.

— —_—
Zbyva nam urcit piimku b. A, By € b a ABy = (2,4), resp. A', By € b’ a A'By = (—6, 3),
takze
b: X =[-2,0] +£(2,4), te R,
resp.
bV:X=1[6,1]4+t(-6,3), ' eR.
Ceanb: (=2+2)+4t—-7=0 =t=23 aCll,6]

2
C'ednb: (6-6')—(1+3t')+2=0 =1t g aC’[%,%]. 0

Vysledek: | A[-2,0], B[6,1], C[1,6], resp. A'[6,1], B'[-2,0], C" [, Y]




Seni: Na primce ¢ zvolme libovolny bod, napt. X [2, %] . Smérovy vektor piimky ¢

Jiné e
1) a jeji parametrické vyjadieni je

e (8,

c: X =[2,1]+381),teR.

Z A,B € c mdme A [2+ 8t1,5 +t1], B[2+ 8ts, 5 + t2]. Dale BAyLAAy a AByLBB,

—_— —— — " —
odkud BAj - AAy = 0 = ABy - BBy. Nejprve vyuzijeme pouze rovnost obou skalarnich
soucini:

(% - 8t2,4 - tg) . (% — 8t1,4 - t1> - (—2 — 8t1,% — t1> . (—2 — 8t2,% — tg)

—8ty — 81y + 65t1ty + § =Pty + Pty + 6511y + §
4—21t1 + 4—21t2 =0
tg - - tl

—

Po dosazeni do rovnice ABy - BBy = 0 dostaneme po tipravé rovnici —65¢3 + % =0,
odkud t; = i%. Pro t; = —% je ty = %, a tedy A[—2,0], B[6,1], resp. pro t; = % je
ty = —% a A’[6, 1], B'[—2,0]. Soufadnice vrcholu C|, resp. C' bychom opét spocitali jako
v prvnim FeSeni.
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