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Pojem nekorima (aktualniho i potencialniho) piak zakladnim pojram v matematice.
Proto je problematice nekofrea a jeho chapani u studgnbudoucich &teli matematiky na
2. stupni ZS, ¥novan tento fispsvek. Divodem jeho zimzeni je mj. to, Z&asto jedina
védomost studefit o nekonénych mnoZzinach je zredukovdna pouze na znaloshidefi
nekonéné mnoziny (,Nekonthd mnoZina je ekvivalentni skterou svou vlastni
podmnozinou“), a to mnohdy jen formalni. Zkreslgiiédstavy o nekor@au a nekonéych
souborech u studehtmohou pak nasledru jejich Zak vyvolat izné Gvahy o nadpozenu
apod., coz pak 2tuje na vysSich stupnich Skol spravné pochogehi pojmi, které jsou na
nekonénych procesech zaloZzeny (nekoné fady, limitni procesy, déity integral, teorie
miry, konstrukce redlnyctisel apod.). Proto ty znalosti o nekone, které povazuji dnesni
matematici pi studiu odborné literatury a svémideckém badani zaikkzité a samaejme, je
nutno s budoucimiditeli dukladn® prodiskutovat. Pro Uplnost pouzé&gmmeime (viz [2]),
Ze matematické nekotr® je jednotou svych dvou protikladnych forem -egumialniho a
aktualniho nekorma. Potencialni nekoteo znamena neustalérghonavani libovolné
hranice, zatimco aktualni nek@ne je vysledkem abstrakce absolutni us&uitelnosti. Jak
ukaZzeme v dalSim textu, pojeti aktualniho nekonevede kadé prikladi, na prvni pohled
zcela paradoxnich. Aktualni nek@ne ma rovez zna&ny vyznam v teorii mnozin. V praxi
nejde samazejm¢ o zd&azeni problematiky nekotiea a nekongych soubal do obsahu
vyuky matematiky na 2. stupni ZS, neni ale ani néo%e ¢mto otazkam vyhybat. Nejde
piitom ani tak o hluboké odborné znalosti kardina@mndrdinalni aritmetiky (nap diskuse o
hypotéze kontinua), jako o ziskani faiiiného nadhledu a souvislosti.

Vsimreme si je& velmi kratce moZnosti chapani pojmu nekoweu Z7ak ZS. Jejich
vyzkumem se zabyval@da matematik u nas v posledni démag. P. Eisenmann ([3], [4],
[5]) a D. Jirotkovéa ([7]). Existuje vyzkum, reatizany P. Eisenmannem, tykajici se vyvoje
predstav zak zakladnich Skol o mohutnosti a ohrg@mosti mnozin v geometrii a vyvoje
piedstav Zak o uspdadani mnoziny firozenych, celych a racionélniatisel. Vysledky
vyzkumu lze nalézt v [3] a [4]. Nebudeme je prot@dtt, poznamename pouze z vyzkumu
plynouci fakt, Zze Zaci chapaji nekéne spiSe potenciain(Eisenmann [5], s. 92),i@stoze
podle Hejného (Hejny [6], s. 257) se A&k predklada fenomén nekotrea p@evazre
v aktualizované podab(ptimka, rovinagiselné obory). Z&km je pitom potenciélni fistup
blizsi, je ale malo rozvijeny.

Jak jiz bylo nazn®no, cilem fispivku je uveéstiadu giklada, které je vhodnéesSit s
budoucimi giteli matematiky. Zejména se jedna o spravné poehbpktualniho nekoxiea,
jehoz uznani fineslo v minulostiadu zajimavych matematickych vyslédkteré I1ze pomoci
.Klasického" Usudku jenégko pochopit. Ukazemeshkteré z nich (dalSi nap[8], [9]).
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Uvodni problém je ,klasicky* (viz nap [9]). Jedna se o ,problém ubytovani sov
piichoziho hosta v pthobsazeném hotelu o nek@én& mnoha pokojich”.

Nech' existuje hotel, ktery ma nekoingy paiet pokoji a je pl& obsazen. ®#izdi dalSi
host a Zada o noclehiifkoneEném pd@tu pokoji je samo#ejm¢ odkadzan na jiné ubytovaci
zaizeni. Poet pokoji je vSak nekonay. Proto je mozné neévprichoziho hosta ubytovat
v pokoji ¢. 1, hosta z pokojé. 1 presunout do pokojé. 2, hosta z pokojé. 2 presunout do
pokojec. 3, atd. VSichni hosté budou ubytovagetné now prichoziho hosta.

Rikladem, ktery nechybi snad v Zadri&hnici matematické analyzy, je harmoni¢kéa.
Tato nekonénarada slouZzi jako protifklad k tomu Ze nelze obratit tuto matematickétuy

Y a, je konvergentni> an - 0.
n=1

Definice harmonickéady jezl. Prestoze ser-ty ¢len blizi k nule, je tatdada divergentni.
n=1

UkaZzeme jednoduchyi#taz, gistupny i stedoskolakm (viz [8]). P@&inaje od tetiho¢lenu

seskupime&lenyiady postup&po?2, 4, 8, ..., ®* ¢lenech:

(E+1)+(E+l+l+1)+(£+i+ +i+i)+ +( 1 ,+i+

3 4 5 6 7 8 9 10 15 16 2Kt +1 2~

Souet v kazdé zavorce jectsi neié. Ozn&ime-li n-ty castény soket harmonické&ady

jako S, dostanemeSZk > k[%. To znamena zéada diverguje. Uvedenyiilaz pochazi od

Nicole Oresmeho (1323-1382), viz [8]. Harmonidkda diverguje ovSem velmi pomalu.
Nag. Sioo0 = 7,485, 8106 =14,393.V souvislosti s harmonickowadou je pro studenty

zajimavé si ugdomit, Ze ,podob&‘’ definovanad nekonma geometrickatada s prvnim
¢lenem 1, pro jejiz kvocierq plati <1< g< 1, je konvergentni a dokonce existuje explicitni
vzorec pro jeji satet. RFipomaime jest dalSi nekongnoutadu tvarul—1+ 1-1+ 1-1+ ...,
ktera neni konvergentni ani divergentni. Jejicsbmeexistuje, nelbovhodnym perovnanim
Ize dostat jako sa@et tétorady fiznacisla, nap. -1+ (1-1)+ (1-1)+ ... =0,ale
1+(-1+1)+(-1+1)+ ...= 1. Pfipomaime jen, ZzeeSeni sottu nekonénychtad je umozéno
uznanim aktualniho nekotrea, kdy na nekor@outadu ,pohlizime” jako na celek.

Od N. Oresmeho pochézi i dalgikad (viz [8]), vyuZivajici konvergentni geomelk
fadu. Obsahem tohotaikladu je konstrukce geometrického obrazce, ktedy makoneny
obvod, ale koniny obsah, coz je @pro laickou pedstavu obtizné. Vyt¥tme tedy obrazec
utvoreny z nekonéné mnoha pravouhelnik jejichz délky vodorovnych stran se zmensuji v
poneru 4 : 1 a délky jejich svislych stran se&3suji v pongru 2 : 1. Tyto pravouhelniky se
negekryvaji, jejich vodorovné strany lezi na jednégmiimce a kazdé dva sousedni maji
spolg&né svislé strany rowi na jedné poldfimce. Pro lepSi iedstavu ozndme jejich
vrcholy a pravouhelniky popiSeme: Prvni obdélABAB: ma rozmdry 48 x 1, druhy
obdélnikBCBC> mé rozndry 12 x 2, treti CDC3sD3 rozmery 3 x 4, ¢étvrty DED4E4 rozmery
0,75 x 8, atd., gicemz bodyA, B, C, D, E ... leZi na jednéipmce a délka Usky AB je 48,
délka useky BC je 12, délka uséky CD je 3, délka uséky DE je 0,75 atd.
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Obr. 1

Obsah celého tohoto geometrického Utvaru Izit jako sowket obsahh nekonéné mnoha
pravouhelnik takto:48 + 24 + 12 + 6 + ...,coZ je nekongna geometrickéada se sattems

= 96. Popsany utvar tedy ma sk nekonény obvod a kongny obsah. Pro pochopeni této
tlohy je ot nutné uznani aktualnino nek@éna (dany Utvar existuje pouze v mySlenkach -
nikdo ho nikdy nemize zkonstruovat).

Mezi dalSi vhodné ffklady pati ukazka realné funkce, ktera ma na intervéy 1)
nekoné&né¢ mnoho bod maxima a minima. Poznamenejme, Zétapstudent nejde a fesny
formalni popis, ale spiSe o popularni formu pochap8triéne tedy popiSeme popularni
formou graf takové funkcé (viz [9]). Rozpilime dany interval a nad jeho levou polovinou
sestrojime rovnostranny trojuhelnik. Pravou polaviogit rozclime na poloviny a nad

intervalem(%,%) sestrojime dalSi rovnostranny trojuhelnik. Popsaongtup opakujeme

nekoneénékrat, nakonec dodefinujemiél) = 0. Grafem hledané funkckebude sjednoceni
hranic vSeché&chto nekonéné mnoha rovnostrannych trojuheliikod kterého je odtena

useka zobrazujici interva{0, 1). UvaZzovanym bodem, v jehoZ okoli existuje nekore
mnoho bod maxima a minima, je bad= 1.

Obr.2

Uzitenym cvicenim je nyni vyjatit analyticky funkini predpis této funkce. Na intervalu

3

1 , 1 2 , 4 5 ,
[1 =(0, =) platiy =+¥3x nal,= (=, =) platiy = -—4/3x+—, prolz= {(—, = lati
1<4>Dy\/_><,2<44>py 50 Prola= (g, 2) P
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=3 x- @ prols= (%, %> jey= ~-J3x + % Obecr pron =2,3,4 ... v intervalu

2"-4 2"-3 , 4-2" —3 2"-2 .
, lati =4J3X + 3, v intervalu lati
(=5 ) platiy V3 > V3, (5 ) P

y:_\/§X+22—nZ \/5

DalSi, je&t podivuhodgjSi mnozinu, sestrojil G. Cantor, po kterém se tatnozZina
nazyva Cantorova,ékdy téZ Cantorovo diskontinuum (@pviz [9]). Na rozdil od pedchozi
funkce, kterd obsahovala pouze jeden bod interd@&Id), v jehoZz okoli existuje nekoties
mnoho maxim a minimx(= 1), obsahuje Cantorova mnoZzina na interv@ul) nekongné
mnoho takovychto bad Presnou definici Cantorovy mnoziny nebudeme wvédz [9]).

DalSim z probléinhistorického vyvoje byly konstrukceikek, které nemaji nikde &au.
Jeden takovyifklad pochazi od holandského matematika van derriféaa (viz [9]). Jedna
se 0 uzakenou lomenouaru, ktera ma vrchol v kazdém kod/'ychozim prvkem konstrukce
je rovnostranny trojuhelnik. Kazdou jeho stranuditime na ti stejnécéasti a nad sednimi
¢astmi sestrojime nové rovnostranné trojuhelnikgchifly ve vijSi oblasti uéené vychozim
trojuhelnikem. Tim vznikne Sesticipadada. KaZzdou ze shodnych dvandcti stran tétady
nyni ot rozcklime na ti stejné casti a ve vyjSi oblasti hézdy nad stdnimi ¢astmi
sestrojime dalSi rovnostranné trojuhelniky. Opakejé¢i popsany procesékbni stran a
sestrojovani rovnostrannych trojuhelinikdo nekonéna (Uvaha off vyZzaduje uznani
aktualniho nekorma), dostaneme lomendaru, ktera ma v kazdém bodrchol.

Obr.3

Hehled zajimavychifklada (kterych je samdejme velké mnozstvi afspevek obsahuje
pouze vylsr) zakorkime pgikladem geometrického Gtvaru, ktery méa kéme obvod, ale
nulovy obsah, festoZze obsahuje nekam& mnoho vnitnich bodi. Jednd se o tzv.
Sierpiiského koberec (viz [9]). Jeho konstrukci zahdjitheercem o délce strany rovné 1
(volba jednotky neni podstatna). VSechityii jeho strany rozélime na fetiny a sestrojime
pricky rovnolEzné se stranami vélicich bodech; tyto iéky rozdli ¢tverec na dest
shodnych¢tverai. Nyni vyjmeme vnitek stedniho étverce (Zadna jeho strana neleZi na
stranich fivodniho ¢tverce). Déale rozélime stejnym zpisobem kazdy ze zbylych osmi
Ctveral na de¥t shodnych menSickitveralr a z kazdého vyjmeme viwk stedni casti
(vSechny hranicétveral pri odstraiovani ponechavame)afodni ¢tverec nyni obsahuje 64
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Ctverai, jejichz obsah je roveltél—l. Kazdy z &chto 64c¢tveral stejnym zpisobem rozélime

v £

na devt ¢asti a vyjmeme vnigk stednicasti. Takto pokré&ujeme ,,do nekonga“. Uzname-
li aktualni nekonéno, mizeme si polozit otazku, jak bude ,vypadat® vyslednyar a jaky
bude jeho obsah. Popis vzniklého geometrického ratfgehoz obvod je roven obvodu
vychoziho¢tverce, tedytyii) je vystizre popsan v publikaci N. J. Vilenkina [9], s. 86: fite
obrazec je podobny tkarirutkané Silenym tkalcem. Podél i ii&pse tdhnou nit osnovy a
Utku a splétaji se ve velmi symetrické a krasnéryzAle latka, kterou tak dostaneme, je
velmi dérava - neni v ni ani jeden souvisly kousek ploélzytoho nejmensSihétvereiku byla
vyjmuta stednic¢ast. A neni ubec Zejmé,¢cim tento koberec je - zd@rou nebo plochou. Na
jedné straé neobsahuje ani jednu souvislou ploSkwzkd tedy niize byt plochou, ale na
druhé stra#é jsou jeho nitky setkany v tak slozity vzor, #2ko nitkdo fekne, Ze Sierpskéeho
koberec jetara.”
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o0 0 -0 -0 -0 -0
R 0 |
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Obr. 4

Jako doklad neobvyklosti vzniklého Gtvaru odvodivetikost jeho obsahu. Vycho#ztverec

ma obsah 1. Po prvnim kroku je obsah ro»éen Po druhém kroku je obsah roveGSél— =

8\’ ) .. 512 _(8Y . . .
9 ve tetim kroku jiz jenﬁ =19/ Obecr plati, ze po n-tém kroku je obsah

-

rover(g) . Provedeme-li postup nekamekrat, vypa@itame obsah jako Iimitdim(ﬁJ ,

n- o

ktera je rovna nule. Obsah Siergkého koberce je tedy skute nula.

Aby nevzniknul mylny dojem, Ze uznani aktuAtnhekonéna vedlo v historii matematiky
pouze ke zkoumani problénpro ,zabavu“, jak se mohou jevitkteré z popsanychiiiklada,
uvedeme nyni popularni formot situace, kdy je uznani aktualniho nekéme nutné fi
vyuce budoucich ditela matematiky na ZS. V aritmetice se jedna o teosiidknalnich a
ordinélnich ¢isel. Nap. prfi zavadni kardinalnich ¢isel vychazime ze systému vSech
konenych mnozin, na kterém je definovana jista ekviweée Bez uznani aktualniho
nekon€na bychom Zadny takovy systém uvazovat nemohliedhtetrii se jednéa o Jordanovu

Material byl zpracovan v ramci projektu "Systém@adpora trvalého profesniho rozvoje (CPD) pedadggic
pracovniki propojenim pedagogické fakulty se Skolami na Jizafaw —EDUCOLAND"

Projekt je spolufinancovan Evropskym socialnim fondem a statnim rozpoctem CR.



*hx I_"_&
* *
Ef evropsky | %, . -~ lﬁr " Jihomoravsky kraj
[~ 4

sociaini MINISTERSTVO $KOLSTVI, upv il .s
fondvCR EVROPSKAUNIE — MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro kon

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

teorii miry. Ri zavadni obsahu r¥itelného rovinného Utvaru je definovano jadro aloba
tohoto Utvaru, pcemz postupnym zjefilovanim si tvoirime rostouci posloupnost jader a
klesajici posloupnost ohiatlaného utvaru. Blizi-li se délka stragtyeral si€ nule, je limita
obou uvedenych posloupnosti tataz a je rovri@ d@aného rovinného Gtvaru (je-lgtitelny).
Kdybychom neuznali aktualni nekam®, nebylo by mozné danou limituciira tim by
nebylo mozné definovat miru rovinného Utvaru. Dal& Skole Bzné, uziti aktualniho
nekonéna je @i konstrukci iracionalnichtisel, kdy je kazdeé iracionalriislo postupa
aproximovano zleva a zpravaigemz dolni aproximace tviorostouci posloupnost a horni
aproximace klesajici posloupnost. Iracionatiglo je pak spoknou limitou obou dchto
posloupnosti (napprocislo e plati pro kazdé O N, n Z0, nerovnosti

n n+l
bl
n n
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